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1. Êèðàëüíûå ñðåäû ÑÂ× è 
îïòè÷åñêîãî äèàïàзîíîâ. Îñíîâíûå 
íåäîñòàòêè ñóùåñòâóþùèх òåîðèé 

êèðàëüíûх ñðåä

В научнîì ìире пîнятие киральнîсти в настîя-
щее вреìя принятî  считать всеîбщиì свîйствîì 
îбъективнî  существующей реальнîсти ìира. 
Обычнî  пîд киральнîстью пîниìают свîйствî  
живîгî  (или неживîгî) îбъекта не сîвìещать-
ся сî  свîиì îтîбражениеì в плîскîì зеркале 
при какîì-либî  переìещении и вращении [1]. 
Киральнîсть,  пî  свîей сути,  является прîяв-
лениеì асиììетрии левîгî  и правîгî  в живîй и 
неживîй прирîде. Киральнîсть выпîлняет рîль 
некîегî  прîектîра живîй и неживîй ìатерии 
(вещества) на прîстранствî. Иìеннî  киральнîсть 
пîзвîляет ìатерии существîвать в прîстранстве 
в тех фîрìах,  кîтîрые реальнî  вîспрîизведены 
в îбъективнî  существующеì ìире. В живîй и 
неживîй прирîде киральнîсть сîздает сîвîкуп-
нîсти правых и левых структур,  кîтîрые îб-
ладают разныìи свîйстваìи и выпîлняют раз-
личные функции. Фундаìентальнîсть свîйств 
киральнîсти îбъективнî  существующегî  ìира 
в настîящее вреìя дîказывается значительныì 
числîì фактîв в различных îбластях науки и 
естествîзнания.

Даннîе явление иìеет ìестî  в различных îб-
ластях челîвеческîгî  знания,  таких как фи-
зика,  хиìия,  биîлîгия и др. Ãрîìаднîе числî  
фактîв указывает на тî,  чтî  в живîй и неживîй 

прирîде нарушена сиììетрия правîгî  и левîгî  
[2]. В частнîсти,  в биîхиìии известнî  существî-
вание киральных биîìîлекул,  различие ìежду 
кîтîрыìи сîстîит лишь в тîì,  чтî  îни явля-
ются зеркальныìи îтраженияìи друг друга,  
иìея îдин и тîт же хиìический сîстав (частî  
саìый тîнкий анализ не в сîстîянии îтличить 
îднî  веществî  îт другîгî). Так,  наприìер,  в 
хиìии различие ìежду сахараìи глюкîзîй и 
галактîзîй (сîстав этих веществ идентичен) îп-
ределяется прîстранственнîй кîнфигурацией 
асиììетричнîгî  углерîднîгî  атîìа. Каждая из 
двух таких кîнфигураций является зеркальныì 
îтражениеì другîй. 

В настîящее вреìя в теîретическîй и при-
кладнîй электрîдинаìике,  и îбластях науки,  
теснî  к ней приìыкающих,  наблюдается зна-
чительный рîст интереса к исследîванию струк-
тур  и искусственных ìетаìатериалîв (таких,  
как искусственные кристаллы),  îбладающих 
«прîстранственнîй паìятью». Указанные струк-
туры и их слîжные кîìпîзициîнные сîединения 
представляют практический интерес в связи с 
активныì исследîваниеì и разрабîткîй ìета- 
и нанîструктур. В ìнîгîîбразии îбîзначенных 
кîìпîзициîнных ìатериалîв îсîбнякîì стîят 
искусственные среды и структуры,  îбладающие 
свîйствîì киральнîсти или энантиìîрфизìа (îт 
греч. χειρ –  рука [1]).

Естественные среды,  îбладающие киральны-
ìи свîйстваìи,  известны еще с ��I века в îпти-��I века в îпти- века в îпти-
ке,  где пîлучили название îптически-активных. 
ßвление îптическîй активнîсти былî  îткрытî  
в 1811 гîду французскиì ученыì Д.Ф. Арагî  в 
кварце [1,  3]. В 1823 гîду О.Ж. Френель дîказал,  
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чтî  îптически активная среда îбладает раз-
личныìи пîказателяìи прелîìления для вîлн с 
правî- и левîкругîвыìи пîляризацияìи [1,  3]. В 
1860 гîду известный биîлîг Луи Ïастер  îбъяс-
нил прирîду этîгî  явления ìîлекулярнîй асиì-
ìетрией,  кîгда фîрìы ìîлекул левî- и правîв-
ращающихся изîìерîв îтнîсятся друг к другу 
как зеркальные îтîбражения.

Втîрыì приìерîì киральнîй среды в îпти-
ке являются жидкие кристаллы,  в тîì числе и 
в первую îчередь –  хîлестерические жидкие 
кристаллы (ХЖК). Ñаìî  стрîение ХЖК пîзвî-
ляет трактîвать их как киральную среду: îси 
ìîлекул (директîр  ХЖК),  лежащих в îднîй 
плîскîсти,  направлены в îдну стîрîну,  îднакî  
îси ìîлекул в сîседней параллельнîй плîскîсти,  
пîвернуты îтнîсительнî  них на некîтîрый угîл 
[4,  5]. В результате îриентирîвка îсей ìîлекул 
в саìîì верхнеì и саìîì нижнеì слîе дîìена 
ХЖК такîва,  чтî  директîр  в прîìежутîчных 
îбластях как бы вращается пî  îкружнîсти пî  
или прîтив часîвîй стрелке.

Ñреда,  îбладающая киральныìи свîйстваìи в 
ÑВЧ-диапазîне,  ìîжет быть тîлькî  искусствен-
нîй. Киральные «ìîлекулы» на ÑВЧ –  этî  искус-
ственные прîвîдящие îднî-,  двух- или трехìер-
ные ìикрîэлеìенты зеркальнî  асиììетричнîй 
фîрìы,  разìеры кîтîрых значительнî  ìеньше 
длины λ электрîìагнитнîй вîлны [6-11].

В качестве киральных элеìентîв ìîгут ис-
пîльзîваться трехìерные (3D) (правî- и левî-D) (правî- и левî-) (правî- и левî-
винтîвые ìеталлические спирали,  сферические 
частицы сî  спиральнîй прîвîдиìîстью [12],  
разîìкнутые кîльца с выступающиìи кîнцаìи 
[14] и др.) и двуìерные (2D) ìикрîскîпическиеD) ìикрîскîпические) ìикрîскîпические 
îбъекты (пîлîскîвые элеìенты в виде буквы S 
и ее зеркальнîгî  эквивалента [15,  16],  захîд-
ные спирали,  ленты Мебиуса [16] и др.). Ïîэ-
тîìу принятî  гîвîрить î  существîвании двух 
ìîделей киральнîй среды: îбъеìнîй (3D), кîгдаD), кîгда),  кîгда 
в ìагнитîдиэлектрическîй среде разìещаются 
двух- или трехìерные ìикрîэлеìенты,  и плîс-
кîй (планарнîй) (3D), кîгда прîвîдящие ìикрî-D), кîгда прîвîдящие ìикрî-),  кîгда прîвîдящие ìикрî-
пîлîскîвые элеìенты зеркальнî  асиììетричнîй 
фîрìы распîлîжены на пîверхнîсти диэлект-
рическîй или ферритîвîй пîдлîжки. Ïланарные 
киральные структуры на îснîве S-îбразных эле-
ìентîв рассìîтрены в [14,  15].

Указанные выше трехìерные и планарные 
структуры являются киральныìи в силу тîгî,  
чтî  в их сîстав вхîдят ìикрîскîпические зер-

кальнî  асиììетричные элеìенты. Мîжнî  счи-
тать,  чтî  в этîì случае киральнîсть является 
физическîй,  так как îна сîздается не фîрìîй 
структуры в целîì,  а фîрìаìи нахîдящихся в 
них ìикрîэлеìентîв. Будеì называть пîдîбные 
структуры физически киральныìи [17,  18]. Для 
таких сред вîзìîжен пîдхîд,  îснîванный на 
разбиении их на тîнкие слîи и введении прибли-
женных двухстîрîнних граничных услîвий [13].

Известные физически киральные искусствен-
ные структуры îбладают пî  крайней ìере че-
тырьìя существенныìи недîстаткаìи:

1. Они дîстатîчнî слîжны в изгîтîвленииОни дîстатîчнî  слîжны в изгîтîвлении 
(îсîбеннî  этî  касается 3D-структур).D-структур).-структур).

2. Ïрîстранственная дисперсия существен-Ïрîстранственная дисперсия существен-
нî  прîявляется в них тîлькî  вблизи длин вîлн 

2mlλ = ,  где l –  прîстранственный периîд 
структуры;  1,m = ∞ . Фактически физически ки-
ральные структуры прîявляют дисперсиîнные 
свîйства как периîдические систеìы.

3. Ïри включении физически киральнîй струк-Ïри включении физически киральнîй струк-
туры в цепь ÑВЧ их труднî  сîгласîвать,  так 
как наблюдается частîтная зависиìîсть вхîднî-
гî  (вîлнîвîгî) сîпрîтивления.

4. Диаграììа излучения (переизлучения) фи-Диаграììа излучения (переизлучения) фи-
зически киральных структур  сильнî  зависит îт 
îтнîшения /l λ .

В силу тîгî,  чтî  периîдические киральные 
структуры сîздаются с пîìîщью ìалых (пî  
сравнению с длинîй вîлны) киральных элеìен-
тîв,  следует îжидать существеннîе прîявление 
киральных свîйств тîлькî  в узких резîнансных 
îбластях,  связанных с их прîстранственнîй пе-
риîдичнîстью.

В [18] предлîжена классификация киральных 
сред с тîчки зрения внутреннегî  ìеханизìа îб-
разîвания киральнîсти. Если киральнîсть струк-
туры в целîì связана с зеркальнîй асиììетрией 
элеìентîв,  вхîдящих в ее сîстав,  тî  ìетаìате-
риал называется физически киральныì. Если же 
киральнîсть связана с зеркальнî  асиììетрич-
ныì распîлîжениеì саìих элеìентîв-кîìпîзи-
тîв,  îбразующих структуру,  тî  ìетаìатериал 
называется геîìетрически-киральныì. В настî-
ящее вреìя активнî  изучаются электрîдинаìи-
ческие свîйства физически киральных сред и 
структур.

В [18] искусственнî  вîспрîизвîдится геîìет-
рически киральный ìетаìатериал: структура 
дîìенîв хîлестерических жидких кристаллîв. 
Ñтруктура сîстîит из бîльшîгî  кîличества 
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слîев,  каждый из кîтîрых представляет сî-
бîй упîрядîченную киральную кîìпîзицию 
из ìикрîпластин двух различных ìатериалîв. 
Аналîгîì директîра ХЖК в даннîй структуре 
является îдин из крайних элеìентîв сиììет-
ричнîй кîìпîзиции,  вращательнîе пîвтîрение 
îтсутствия кîтîрîгî  пî  (прîтив) часîвîй стрел-
ки с îпределеннîй углîвîй периîдичнîстью,  
сîздает лîкальную асиììетрию,  чтî  привîдит 
к вîзникнîвению киральнîсти 3D структуры вD структуры в структуры в 
целîì. Электрîдинаìическую теîрию кираль-
ных структур  ìîжнî  развить тîлькî  на îснîве 
саìîсîгласîваннîгî  пîдхîда [19],  пîзвîляюще-
гî  стрîгî  учитывать îсîбеннîсти ЭМÏ вблизи 
ребер  ìикрîпластин. Ñаìîсîгласîванный ìетîд 
пîдразуìевает пîлучение сингулярных интег-
ральных уравнений для ЭМÏ при рассìîтрении 
ключевых физически киральных структур  и 
вывîд из них сингулярных интегральных урав-
нений îтнîсительнî  некîтîрîй пîлевîй характе-
ристики на пîверхнîсти ключевîй структуры.

В качестве «стрîительнîгî» ìатериала в [20] 
предлагается испîльзîвать различные фрагìен-
ты плîских разîìкнутых ìеталлических кîлец. 
На рис. 1 пîказана киральная структура,  îбра-
зîванная пî  такîй технîлîгии. Ïîскîльку,  как 
уже былî  îтìеченî  ранее,  стрîгая электрî-
динаìическая теîрия киральных структур  îт-
сутствует,  перед наìи была пîставлена задача 
выделить ключевые задачи,  с пîìîщью кîтîрых 
ìîжнî  стрîить физически киральные струк-
туры (рис. 2). Ñаìая прîстая ключевая задача 
–  дифракция плîскîй ЭМВ E- и H-пîляризации 
на разîìкнутîì плîскîì кîльце (рис. 2,  а),  кîтî-
рая решена в [21]. Ïричеì пîд углîì падения 0ϕ  
будеì пîниìать угîл ìежду направлениеì па-
дения вîлны 0m



 и линией,  прîведеннîй из цен-
тра кîльца в центр  зазîра в неì. Ñистеìа разî-
ìкнутых кîлец с некîтîрыì прîстранственныì 
пîвîрîтîì разрывîв является аналîгîì спирали. 
Бîльшîй интерес представляет задача дифрак-
ции плîскîй ЭМВ на структуре,  пîказаннîй на 
рис. 2,  г,  кîтîрая является îснîвîй при пîстрîе-
нии сред Веселагî  В.Ã. («левых сред») [22].

Оснîвнîй недîстатîк сîвреìенных теîрий,  
îписывающих киральную среду –  îтсутствие 
связи параìетрîв среды с геîìетрией кираль-
ных элеìентîв. Обычнî  испîльзуются усреднен-
ные пî  прîстранству ìатериальные уравнения,  
îписывающие îбщие свîйства киральнîй ìа-
териальнîй среды,  наприìер,  такие как прî-
странственная дисперсия [11]:

,

,

D E i H

B H i E

= ε ± χ

= µ χ

  

  



 (1)

где χ –  параìетр  киральнîсти. Ñîîтнîшения (1) 
записаны в Ãауссîвîй систеìе единиц,  причеì 

Ðèñ. 1. Киральная структура,  îбразîванная разîìкнутыìи 
кîльцаìи

0m

0ϕ

а) б) в) г)

Ðèñ. 2. Ключевые задачи для киральных структур
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дî  кîнца не ясен физический сìысл параìетра 
киральнîсти.

Материальные уравнения (1) записываются 
при следующих îснîвных дîпущениях: расстîя-
ние ìежду сîседниìи прîвîдящиìи киральныìи 
элеìентаìи сîизìериìî  с длинîй вîлны ÑВЧ ,λ  
а их линейные разìеры значительнî  ìеньше λ 
[11]. Ïîэтîìу среды,  îписываеìые ìатериальны-
ìи уравненияìи (1),  îбладают слабыìи кираль-
ныìи свîйстваìи.

Втîрîй существенный недîстатîк ìатериаль-
ных уравнений (1) связан с теì îбстîятельствîì,  
чтî  параìетр  киральнîсти χ дî  сих пîр  не îп-
ределен через геîìетрию киральных элеìентîв.

Такиì îбразîì,  îписание киральнîй структу-
ры с пîìîщью ìатериальных уравнений (1) не 
пîзвîляет исследîвать реальные îсîбые физи-
ческие свîйства киральных структур. Осîбеннî  
этî  касается тîй îбласти частîт,  в кîтîрîй раз-
ìеры киральных элеìентîв сîизìериìы с дли-
нîй вîлны,  т.е. îбласти резîнанса,  кîгда наибî-
лее сильны киральные свîйства îбъекта.

В рабîте предлагается исследîвать киральные 
структуры с пîìîщью стрîгîгî  ìетîда физичес-
кîй регуляризации некîрректных задач элек-
трîдинаìики [19]. В этîì случае ìатериальные 
уравнения (1) не записываются,  т.е. не прîвî-
дится усреднение ìатериальнîй среды пî  прî-
странству,  в результате кîтîрîгî  теряется ин-
фîрìация î  геîìетрии киральнîсти. Киральные 
элеìенты рассìатриваются стрîгî  электрîдина-
ìически как идеальнî  прîвîдящие ìеталличес-
кие тела.

На наш взгляд,  îснîвнîй интерес представля-
ет решение задач дифракции электрîìагнитных 
вîлн на киральных структурах,  исследîвание 
вîлнîведущих структур  с киральныìи средаìи 
и антенны зеркальнî-асиììетричнîй фîрìы.

Типичныì представителеì антенн зеркаль-
нî-асиììетричнîй фîрìы является спиральная 
антенна. Теîрия таких антенн практически îт-
сутствует. Известны лишь рабîты пîсвященные 
анализу цилиндрических антенн [22,  23],  в кî-
тîрых антенна рассìатривалась,  как решетка,  
сîставленная из кîлец. Рассìîтренный наìи 
анализ цилиндрическîй спиральнîй антенны 
[24] пîказывает,  чтî  тîлькî  в некîтîрых случа-
ях îна прîявляет свîйства решетки. Чтî  касает-
ся плîскîй спиральнîй антенны,  тî  наì вîîбще 
неизвестны аналîгичные рабîты.

2. Ñòðîãèé àëãîðèòì àíàëèзà 
êèðàëüíûх ñòðóêòóð

Ниже приведен стрîгий саìîсîгласîванный 
алгîритì анализа внутренних задач (с тîчки 
зрения антеннîй терìинîлîгии [25]) киральных 
структур,  пîзвîляющий учитывать разìеры ки-
ральных элеìентîв [19]:

1. Записывается сингулярнîе интегральнîеЗаписывается сингулярнîе интегральнîе 
представление (ÑИÏ) (îбычнî  этî  гиперсингу-
лярнîе интегральнîе представление) электрî-
ìагнитнîгî  пîля через пîверхнîстную плîтнîсть 
тîка на антенне.

2. Для îпределения пîверхнîстнîй плîтнîс-Для îпределения пîверхнîстнîй плîтнîс-
ти тîка фîрìируется сингулярнîе интегральнîе 
уравнение (ÑИУ) из ÑИÏ при егî  рассìîтрении 
на пîверхнîсти антенны.

3. Решается ÑИУ.Решается ÑИУ.
Оснîвные дîстîинства алгîритìа –  устанîв-

ление непрерывнîгî  перехîда: пîверхнîстная 
плîтнîсть тîка ↔ напряженнîсть электрîìаг-
нитнîгî  пîля,  îтсутствующегî  при îбщеприня-
тîì алгîритìе расчета электрîìагнитнîгî  пîля 
в ближней зîне антенны [25]. Инîгда при реше-
нии внутренних задач,  первый пункт алгîритìа 
îпускается и вывîд ÑИУ прîвîдится непîсредс-
твеннî  при рассìîтрении электрîìагнитнîгî  
пîля на антенне.

3. Äèôðàêöèÿ ïëîñêîé 
эëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû H-
ïîëÿðèзàöèè íà èäåàëüíî 

ïðîâîäÿùåì öèëèíäðè÷åñêîì 
ðàзîìêíóòîì êîëüöå

В научнîй литературе [26,  27] давнî  решена 
двухìерная задача дифракции плîскîй элек-
трîìагнитнîй вîлны (ÏЭМВ) на бескîнечнîì 
идеальнî  прîвîдящеì цилиндре. Аналîгичная 
задача решена и для диэлектрическîгî  цилинд-
ра [28]. В [29] решена задача дифракции ÏЭМВ  
E - и H -пîляризацией на круглîì диэлектри-
ческîì цилиндре с идеальнî  прîвîдящей узкîй 
ìеталлическîй пîлîскîй кîнечнîй длины на бî-
кîвîй пîверхнîсти. Былî  пîказанî  [29],  чтî  диа-
граììа направленнîсти дифрагирîваннîгî  пîля 
существеннî  зависит îт угла падения вîлны пî  
îтнîшению к ìеталлическîй пîлîске на диэлек-
трическîì цилиндре. Ниже рассìîтрена задача 
дифракции ÏЭМВ H -пîляризации на идеальнî  
прîвîдящеì разîìкнутîì кîльце,  представляю-
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щиì прîстейший киральный элеìент [21]: век-
тîр  пîля напряженнîсти ìагнитнîгî  пîля па-
дающей вîлны нахîдится в плîскîсти кîльца и 
перпендикулярен егî  îси z (рис. 3). Ïîказанî,  
чтî  при îпределеннîì разìере зазîра разî-
ìкнутîгî  кîльца дифрагирîваннîе пîле кîнцен-
трируется в îбласти зазîра.

Ãеîìетрия задачи пîясняется на рис. 3. На 
идеальнî  прîвîдящее бескîнечнî  тîнкîе разî-
ìкнутîе цилиндрическîе кîльцî,  распîлîженнîе 
на вîîбражаеìîй цилиндрическîй пîверхнîсти 

,aρ =  пîд углîì 0ϕ  падает ÏЭМВ. Ширина пîлîски 
2 ,h  углîвая длина 2ξ ,  линейная длина 2 2 ,пl a= ξ  
углîвая ширина зазîра 2 2 2Δ = π − ξ ,  линейная 
ширина зазîра 2 2( ) sin( ) /зl = π − ξ ξ ξ . На пîверх-
нîсти ìеталлическîгî  кîльца ( , , )a z hρ = ϕ ≤ ξ ≤
выпîлняется граничнîе услîвие:

( ) (0) 0,E Eη
τ τ+ =
 

 (2)

где ( )E η
τ


 –  вектîр  тангенциальнîгî  электричес-
кîгî  пîля,  вîзбуждаеìый вектîрîì пîверхнîс-
тнîй плîтнîсти тîка η



,  (0)Eτ


 –  вектîр  тангенци-
альнîгî  электрическîгî  пîля ÏЭМВ,  падающей 
на кîльцî,  угîл 0ϕ  –  этî  угîл ìежду направле-
ниеì падения ÏЭМВ и серединîй зазîра.

Ïри решении задачи ввîдятся следующие уп-
рîщения:

–  прîвîдник предпîлагается идеальнî  прîвî-
дящиì,  бескîнечнî  тîнкиì и дîстатîчнî  узкиì 
( 2h a<< ,  2h << λ ,  где λ –  длина вîлны в свî-
бîднîì прîстранстве),  пîэтîìу ìîжнî  учиты-
вать тîлькî  прîдîльную сîставляющую пîвер-
хнîстнîй плîтнîсти тîка ( , )zϕη ϕ ;

–  на кîнцах пîлîски пîверхнîстная плîтнîсть 
тîка îбращается в нуль: ( , ) 0zϕη ϕ = ξ = ;

–  распределение пîверхнîстнîй плîтнîсти 
тîка пî  ширине в первîì приближении считает-
ся квазистатическиì:

( )2
( )

( , ) ,
1 /

f
z

z h
ϕ

ϕ
η ϕ =

−
 (3)

где ( )f ϕ  –  неизвестная функция,  îписывающая 

азиìутальнîе распределение пîверхнîстнîй 
плîтнîсти тîка.

Ïусть на структуру пîд углîì 0ϕ  падает ÏЭМВ,  
иìеющая три сîставляющие: (0) (0) (0), ,zH E Eρ ϕ . Объ-
еìная плîтнîсть тîка на пîлîске в силу введен-
ных упрîщений иìеет вид:

( , , ) ( , ) ( ); , .j z z a z hϕ ϕρ ϕ = η ϕ δ ρ − ≤ ϕ ≤ ξ  (4)

В даннîй пîстанîвке иìееì две кîìпîненты 
вектîрнîгî  пîтенциала:

'

( ) sin( )
( ) ( , ) ,

( ) cos( )V

A p
j q� G p q� dV

A p
ρ

ϕ
ϕ

′ϕ − ϕ     ′=   ′ϕ − ϕ     ∫  (5)

где функция Ãрина ( , )G p q�  îпределяется следую-
щиì îбразîì:

1
( , ) ,

4

ikRe
G p q�

R

−
=

π
 (6)

а для расстîяния R ìежду тîчкîй истîчника 
{ ', ', '}q� z= ρ ϕ  и тîчкîй наблюдения { , , }p z= ρ ϕ в 

цилиндрическîй систеìе кîîрдинат справедлива 
фîрìула:

2 2 2' 2 'cos( ') ( ') .R z z= ρ + ρ − ρρ ϕ − ϕ + −  

Выражая напряженнîсти E


 и H


 электрîìаг-
нитнîгî  пîля через сîставляющие вектîрнîгî  
пîтенциала (5) и пîдставляя в (2),  в [21] пîлуче-
нî  ÑИУ вида ( , ' [ 1;1])t t ∈ − :

1
( )

1

1
1

2

1
1

2 2

1
1

1

( ) ( ') ( , ') '

'( ') ( , ') '

( ') ln ' '

'( ')
',

'

E t f t R t t dt

f t R t t dt

f t t t dt

f t
dt

t t

η
ϕ

−

−

−

−

σ = −

− −

−ϑ ξ − +

+
−

∫

∫

∫

∫

 (7)

где:

'

1
( , ') ( , ') lim ( , ') ;

2

1,2,

p p p
t t

R t t K t t K t t
d

p

→

 = − π ξ  
=

 

,kaϑ =  / .d h a=  2 / ( )ciWσ = πϑξ  –  кîнстанта,  
2.cW =

ÑИУ (7) решалîсь ìетîдîì ìîìентîв. Неиз-
вестная функция ( ')f t  и ее первая прîизвîдная 

'( ')f t  представляются в виде пîлинîìиальных 
рядîв:

2
1

1

( ') 1 ' ( ');
N

k k
k

f t t A U t−
=

= −∑  (8)

x

y

ÏЭМВ

x

z

h−

h
0 a

2ξ

2Δ
2 зl

2 nl

Ðèñ. 3. Ãеîìетрия задачи
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2
1

( ')
'( ') ,

1 '

N
k k

k

kA T t
f t

t=

= −
−

∑
где ( )kT x  –  пîлинîì Чебышева первîгî  рîда пî-
рядка k ,  ( )kU x  –  пîлинîì Чебышева втîрîгî  
рîда пîрядка k ,  kA  –  неизвестные кîэффици-
енты разлîжения.

В [21] прîведенî  исследîвание зависиìîсти 
нîрìирîваннîй аìплитуднîй диаграììы направ-
леннîсти дифрагирîваннîгî  пîля:

0

max 0 0

( , )
,

( , )

E
F

E

ϕ
ϕ

ϕ

ρ ϕ
=

ρ ϕ
 (9)

где ( , , 0)E zϕ ρ ϕ =
 
–  напряженнîсть дифрагирî-

ваннîгî  электрическîгî  пîля в азиìутальнîй 
плîскîсти дальней зîны 0( 1)kρ  ,  сîздаваеìая 
пîверхнîстныìи тîкаìи на кîльце,  îт направ-
ления падения вîлны и геîìетрии разîрваннî-
гî  кîльца. Ïîказанî,  чтî  при направлении 0ϕ =  
вîлны на кîльцî  разìера 2 / 1э пL l= λ ≈  ( 9 )Δ = °  
ìîжнî  пîлучить îднîнаправленный режиì рас-
пределения дифрагирîваннîгî  пîля (рис. 4).

В качестве приìера приìенения киральнîй 
структуры на îснîве ìеталлических разîìкну-
тых кîлец приведеì ìалîîтражающее кîнфîр-
ìнîе пîкрытие îбъекта,  снижающее радиîлîка-
циîнную видиìîсть îбъекта.

Малîîтражающее пîкрытие сîстîит из трех 
слîев: первый слîй,  лежащий непîсредственнî  
на защищаеìîì îбъекте –  пîглîтитель выпîл-
ненный из радиîпîглîщающегî  ìатериала,  втî-
рîй и третий слîи представляют сîбîй взаиìнî  
îртîгîнальные трехìерные решетки в виде îди-
накîвî  îриентирîванных разîìкнутых ìеталли-
ческих плîских кîлец,  внедренных в диэлектрик 
с îтнîсительнîй диэлектрическîй прîницаеìîс-
тью ε ,  зазîры кîлец îриентирîваны сî  стîрîны 
пîглîтителя. Ñредний радиус плîских кîлец a и 

расстîяние ìежду центраìи сîседних кîлец d 
îпределяются из сîîтнîшений:

, ,
2 4

n na d
λ λ

= ≤
π ε ε

где nλ  — центральная длина вîлны диапазî-
на ЭМВ,  падающих на защищаеìый îбъект  
(рис. 5).

Ñпîсîб фîрìирîвания трехìерных решетîк 
заключается в предварительнîì сîздании двух-
ìерных решетîк из îдинакîвых резîнансных 
разîìкнутых ìеталлических плîских кîлец,  
распîлîженных на линии,  сîединяющей их цен-
тры на îднîй из пîверхнîстей,  îпределяющую 
высîту гибких пряìых диэлектрических парал-
лелепипедîв с ширинаìи равныìи расстîянию 
ìежду сîседниìи центраìи разîìкнутых кîлец 
и длинаìи îпределяеìыìи разìераìи защища-
еìîгî  îбъекта. Зазîры в разîìкнутых кîльцах 
îриентирîваны перпендикулярнî  к îднîìу из 
ребер  пîверхнîсти пряìîгî  диэлектрическî-
гî  параллелепипеда,  на кîтîрîй сфîрìирîва-
на двухìерная решетка. Разîìкнутые кîльца 
ìîгут выпîлняться из ìеталла,  печатаниеì их 
рисункîв электрîпрîвîднîй краскîй,  пастîй,  
клееì,  либî  испîльзуются ìетîды напыления. 
Ñпîсîб сîздания кîнфîрìнîгî  ìалîîтражаю-
щегî  пîкрытия следующий. На первîì этапе 
на защищаеìый îбъект нанîсится слîй пîглî-
тителя. Ïри сîздании втîрîгî  слîя пîверхнîсти 
(грани) с двухìерныìи решеткаìи гибких пря-
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Ðèñ. 4. Распределение величины ( )Fϕ ϕ в дальней зîне 
( 2000)kρ =  при падении ÏЭМВ 0( 0)ϕ =  на пîлукîльцî  (геî-
ìетрия структуры приведена непîсредственнî  на графике),  
иìеющее электрическую длину 1.15эL =

Ðèñ. 5. Ñтруктура ìалîîтражающегî  пîкрытия (а) и пряìîй 
диэлектрический параллелепипед с решеткîй в виде îдина-
кîвî  îриентирîванных разîìкнутых плîских кîлец на îднîй 
из егî  пîверхнîстей (б) для сîздания 3 и 2 слîев пîглîща-
ющегî  пîкрытия сî  взаиìнî  îртîгîнальныìи трехìерныìи 
решеткаìи: 3 –  слîй,  сîставленный из гîризîнтальнî  скле-
енных диэлектрических параллелепипедîв (б);  2 –  слîй,  
сîставленный из вертикальнî  склеенных диэлектрических 
параллелепи-педîв;  1 –  пîглîтитель;  А,Б,В,Ã — îбîзначе-
ние граней пряìîгî  параллелепипеда
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ìых диэлектрических параллелепипедîв пîсле-
дîвательнî  îднîвреìеннî  приклеиваются в гî-
ризîнтальных плîскîстях к прîтивîпîлîжныì 
пîверхнîстяì пî  îтнîшению к двухìерныì ре-
шеткаì следующих пряìых гибких диэлектри-
ческих параллелепипедîв и перпендикулярнîй 
пîверхнîсти (грани) пряìîгî  гибкîгî  диэлект-
рическîгî  параллелепипеда к слîю пîглîтителя 
так,  чтîбы îриентации разрывîв были направ-
лены к пîглîтителю. Для сîздания третьегî  слîя 
с трехìернîй решеткîй из резîнансных кîлец 
пряìые гибкие диэлектрические параллелепипе-
ды пîследîвательнî  склеиваются ìежду сîбîй в 
вертикальных плîскîстях и îднîвреìеннî  при-
клеиваются к пîверхнîсти втîрîгî  слîя.

Вîзìîжные îбласти приìенения: защитные 

ìалîîтражающие пîкрытия для пîверхнîстей 

саìîлетîв,  кîсìических аппаратîв и других 

îбъектîв и устрîйств специальнîгî  и бытîвîгî  

назначения.

Такîе ìалîîтражающее пîкрытие ìîжет 

быть испîльзîванî  в назеìнîй,  навîднîй,  

авиациîннîй и кîсìическîй технике,  а также 

в îбъектах и устрîйствах бытîвîгî  назначения 

для уìеньшения радиîлîкациîннîй заìетнîсти 

îбъектîв.

4. Èзëó÷åíèå öèëèíäðè÷åñêîé 
ñïèðàëüíîé àíòåííû

В качестве втîрîгî  приìера предлîженнîгî  
алгîритìа краткî  îпишеì электрîдинаìичес-
кий анализ цилиндрическîй спиральнîй антенны 
(рис. 6). Метîд задачи краткî  îписан в [24]. Ниже 
лишь краткî  укажеì на îснîвные ìîìенты ал-
гîритìа и физические результаты анализа.

Вначале приведеì îснîвные îбîзначения 

геîìетрии антенны и физических параìетрîв 

антенны. Öилиндрическая спиральная антенна 

(ÖÑА) представляет сîбîй идеальнî  прîвîдящий 

бескîнечнî  тîнкий прîвîдник ширинîй 2 ,l λ  

свернутый в спираль радиуса a (рис. 6),  

иìеющую углîвую ширину 2ξ и распîлîженную 

сиììетричнî  îтнîсительнî  начала кîîрдинат. 

Расстîяние ìежду виткаìи 2вl h= π . Ïараìетр  

h  будеì называть кîэффициентîì пîдъеìа. Он 

является пîстîянныì и не зависит îт кîîрдинат 

ρ  и z ,  чтî  сîîтветствует винтîвîй спирали с 

линейныì шагîì. Линейная длина спирали спL  и 

угîл наìîтки ( )α ρ :

2 22 , ( ) arctg( / ).спL a h h= ξ + α ρ = ρ  

Ïриведеì лишь îснîвные ìîìенты вывîда 
сингулярнîгî  интегральнîгî  уравнения. В дан-
нîй пîстанîвке задачи иìееì три кîìпîненты 
вектîрнîгî  пîтенциала [26]:

2 2

( )
( )1

( )
4 '( )

' sin( ')

' cos( ') .

Sz

ikR

A p
s

A p
hA p

e
ds

R
h

ρ
τ

ϕ

−

 
η 

= × 
π  + ρ

 
ρ ϕ − ϕ 

 × ρ ϕ − ϕ 
 
 

∫∫
 (10)

Здесь { ', '}s = ρ ϕ  –  тîчка пîверхнîсти 
:( ' [ , ], ' [ , ])S a l a lρ ∈ − + ϕ ∈ −ξ ξ ,  ' ' 'ds d d= ρ ρ ϕ  –  

бескîнечнî  ìалый ее элеìент,  { , , }p z= ρ ϕ  –  тîч-
ка наблюдения вектîрнîгî  пîтенциала пîля A



,
2 2 2' 2 'cos( ') ( ') .R z h= ρ + ρ − ρρ ϕ − ϕ + − ϕ  

–  расстîяние ìежду тîчкîй излучения и тîчкîй 
истîчника. 

Учитывая связь ìежду вектîрныì пîтенци-
алîì A



 и вектîрîì напряженнîсти электри-
ческîгî  пîля E



 [26],  для сîставляющих Eϕ и zE  
ìîжнî  записать следующие дифференциальные 
сîîтнîшения:

2

2

grad div ,

grad div .

с

z z z
с

ik
E k A A

W

ik
E k A A

W

ϕ ϕ ϕ= +

= +





 (11)
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Ñ îднîгî  кîнца в тîчке 0ϕ ,  называеìîй тîч-
кîй питания,  иìеется зазîр  углîвîй ширинîй 
2 зϕ λ 0(| | | | )зϕ + ϕ < ξ ,  в кîтîрîì действует стî-
рîнняя ЭДÑ,  сîздающая в зазîре ( [ , ],a l a lρ ∈ − +

0 0[ , ],з зϕ ∈ ϕ − ϕ ϕ + ϕ  )z h= ϕ  прîдîльную сîстав-
ляющую напряженнîсти стîрîннегî  электри-
ческîгî  пîля

2 2

2 2

( , , ) ( , , )

( , , ) .

ст
l

z

E z E z
h

h
E z

h

ϕ
ρ

ρ ϕ = − ρ ϕ −
+ ρ

− ρ ϕ
+ ρ

Ïîд действиеì стîрîннегî  электричес-
кîгî  пîля на пîверхнîсти S ( [ , ],a l a lρ ∈ − +

[ , ], )z hϕ ∈ −ξ ξ = ϕ  антенны вîзникает пîверхнîс-
тный электрический тîк,  непрерывный в îблас-
ти зазîра. Ïîлагая,  чтî  пîлîска узкая,  ìîжнî  
считать,  чтî  вектîр  пîверхнîстнîй плîтнîсти 
тîка сîдержит две кîìпîненты:

0 0( , ) ( , ) ( , ),zzϕη ρ ϕ = ϕ η ρ ϕ + η ρ ϕ
  

 

для кîтîрых справедливы следующие сîîтнîше-
ния:

2 2

2 2

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , ) ,

l

z l

h

h

h

ϕ
ρ

η ρ ϕ = η ρ ϕ
+ ρ

η ρ ϕ = η ρ ϕ
+ ρ

 

где ( , )lη ρ ϕ  –  неизвестная пîка функция,  îписы-
вающая распределение прîдîльнîй кîìпîненты 
вектîра пîверхнîстнîй плîтнîсти тîка пî  спи-
рали. Ïîдîбные сîîтнîшения приìениìы и для 
сîставляющих электрическîгî  пîля на ìеталле.

На пîверхнîсти S антенны,  представляющей 
сîбîй идеальнî  прîвîдящий ìеталл,  для прî-
дîльных кîìпîнент напряженнîстей электри-
ческîгî  пîля выпîлняется граничнîе услîвие:

0,ст
l lE E+ =  (12)

где

2 2

2 2

( , , ) ( , , )

( , , )

l

z

E z E z
h

h
E z

h

ϕ
ρ

ρ ϕ = ρ ϕ +
+ ρ

+ ρ ϕ
+ ρ

– пîле,  сîздаваеìîе прîдîльнîй сîставляющей 
пîверхнîстнîй плîтнîсти тîка lη ,  ст

lE  –  пîле,  
вîзникающее пîд действиеì стîрîннегî  истîч-
ника. Для задач на сîбственнîе излучение стî-
рîнний истîчник –  ЭДÑ в зазîре,  для дифрак-
циîнных задач –  падающая электрîìагнитная 
вîлна. Заìетиì,  чтî  в сîîтветствии с параìет-
раìи ,a  ,ξ  ,h  l цилиндрическая спираль îбладает 

четырьìя степеняìи свîбîды.
В [24] для îписания цилиндрическîй спираль-

нîй антенны пîлученî  ÑИУ ( [ 1,1]) :t ∈ −
1

1
1

2

1
1

2 2
1

( ) ( ') ( , ') '

(1 ) ( ') ln | ' | '

2 ( ')
'

( ')

ст
lE t t D t t dt

t t t dt

t
dt

p t t

−

−

−

−σ = η +

+ − ϑ η − +

η
+

−

∫

∫

∫

 (13)

с регулярныì ядрîì

0
( ) ( ) lim ( ),D K K

τ→
τ = τ − τ  

4
.

c

ik

W

π
σ =  

Решать ÑИУ (13) ìîжнî  различныìи ìетîда-
ìи. В даннîй рабîте испîльзîвался ìетîд îртîгî-
нализирующей пîдстанîвки,  пîдрîбнî  îписан-
ный в [30]. Здесь ìы тîлькî  укажеì,  чтî  суть 
егî  свîдится к пîиску решения в виде кîнеч-
нîгî  пîлинîìиальнîгî  ряда,  учитывающегî  
граничные услîвия для тîка на кîнцах пîлîски 
( (| |) 0)I ξ = :

2

0

( ) 1 ( ).
N

k k
k

t t A U t
=

η = − ∑  (14)

Здесь ( )kU t  –  пîлинîìы Чебышева втîрîгî  рîда 
пîрядка k ,  kA  –  неизвестные кîэффициенты,  
кîтîрые нахîдятся из сîîтветствующей систеìы 
линейных алгебраических уравнений. Ïри чис-
леннîì ìîделирîвании испîльзîвалась аппрîк-
сиìация стîрîннегî  электрическîгî  пîля в за-
зîре в виде:

0 0

2 2 0 0

1, [ , ],1
( )

0, [ , ].2

ст
l

t b b b b
E t

t b b b bb a h

∈ − +
=  ∉ − +ξ +

 

где 2 2 /зb = ϕ ξ нîрìирîванная ширина зазîра 
( 1)b  ,  0 0 /b = ϕ ξ –  нîрìирîванная кîîрдина-
та тîчки питания 0( | | 1).b ≤

На îснîвании ÑИУ (13) исследîваны различ-
ные режиìы тîка (бегущий или сìешанный) пî  
антенне. Устанîвленî,  чтî  не при любîì значе-
нии кîэффициента пîдъеìа h спиральная ан-
тенна рабîтает как решетка,  сîставленная из 
кîлец [23].

5. Äèôðàêöèÿ ïëîñêîé 
эëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà 

ïëàíàðíîé ñïèðàëüíîé ñòðóêòóðå

Исследуеìая структура представляет сîбîй 
архиìедîву спираль,  лежащую в плîскîсти XoY

 ÑАМОÑОÃЛАÑОВАННый ÏОДХОД К ЭЛЕКТРОДИНАМИЧЕÑКОМУ АНАЛИЗУ... 



14 ФВÏиРТÑ,  2009

(рис.7). Ñпираль îбразîвана узкîй ( 2l λ ,  где λ 
- длина падающей вîлны),  бескîнечнî  тîнкîй,  
идеальнî  прîвîдящей пîлîскîй,  нахîдящейся в 
свîбîднîì прîстранстве с характеристическиì 
сîпрîтивлениеì cW . Начальный радиус спирали 
- a ;  кîнечный радиус - b ;  кîэффициент наìîт-
ки,  пîказывающий,  на скîлькî  увеличивается 
радиус спирали при сîвершении îднîгî  пîлнîгî  
îбîрîта - 2 hπ . Будеì считать,  чтî  2 h bπ  ,  и 
пîэтîìу вектîр  îбъеìнîй плîтнîсти тîка сîдер-
жит тîлькî  азиìутальную кîìпîненту:

0 .j jϕ= ϕ




 (15)

На структуру пîд углîì 90 падает плîская 
электрîìагнитная вîлна (ÏЭМВ) с кругîвîй пî-
ляризацией,  кîтîрую ìîжнî  îписать уравнени-
еì:

0( , , ) ,пад ikzE z E e−
ϕ ρ ϕ =  (16)

где 0E  - аìплитуда ÏЭМВ,  2 /k = π λ - вîлнîвîе 
числî  среды.

На идеальнî  прîвîдящей пîверхнîсти спира-
ли для азиìутальнîй сîставляющей напряжен-
нîсти электрическîгî  пîля выпîлняется гранич-
нîе услîвие

0,падE Eϕ ϕ+ =  (17)

где Eϕ - напряженнîсть электрическîгî  пîля,  
сîздаваеìая îбъеìнîй плîтнîстью тîка 0j jϕ= ϕ





 
на пîлîске,  наведеннîй ÏЭМВ падEϕ .

В даннîй пîстанîвке задачи иìееì две кîìпî-
ненты вектîрнîгî  пîтенциала A



:

'

( ) 1
( )

( ) 4

sin( ')
( , ) .

cos( ')

V

A p
j q�

A p

G p q� dV

ρ
ϕ

ϕ

   = × 
π  

ϕ − ϕ  ′×  ϕ − ϕ 

∫
 (18)

Здесь ( ', ', ')q� q� z= ρ ϕ  - тîчка истîчника пîля 
(тîчка q� принадлежит пîверхнîсти спирали),  

( , , )p p z= ρ ϕ  - тîчка наблюдения (пîд тîчкîй p 

пîниìается любая тîчка прîстранства). Интег-
рирîвание ведется пî  îбъеìу V′ ,  заниìаеìîìу 
спиралью,  ' ' ' 'dV d d dz′ = ρ ρ ϕ  - бескîнечнî  ìа-
лый элеìент îбъеìа,  записанный в цилиндри-
ческîй систеìе кîîрдинат.

( , )
ikRe

G p q�
R

−
=  (19)

- свернутая запись функции Ãрина для свîбîд-
нîгî  прîстранства,

2 2( , ') ( ')R z z= ϖ τ τ + −  (20)

- расстîяние ìежду тîчкаìи p и q� в цилиндри-
ческîй систеìе кîîрдинат { , , }zρ ϕ ,

2 2 2( , ') ' 2 'cos( ')ϖ τ τ = ρ + ρ − ρρ ϕ − ϕ  (21)

- расстîяние ìежду тîчкаìи { , }τ = ρ ϕ  и ' { ', '},τ = ρ ϕ  
лежащиìи в плîскîсти спирали. Вектîрный пî-
тенциал и кîìпîнента электрическîгî  пîля Eϕ 
связаны дифференциальныì сîîтнîшениеì [1]:

2
2

2 2

2

2

1

1
( ).

c

ik
E k A A

W

A

ϕ ϕ ϕ

ρ

∂
= + +

ρ ∂ϕ

∂
+ ρ

∂ϕ∂ρρ

 (22)

Ïîдставляя (18) в (22) и сîвершая неîбхîди-
ìые îперации дифференцирîвания,  пîлучаеì 
интегральную запись кîìпîненты Eϕ в тîчке ,p  
сîздаваеìую îбъеìнîй плîтнîстью тîка jϕ на 
спирали:

'

4
( ) ( ) ( , ) .

Vc

ik
E p j q� M p q� dV

W ϕ ϕ
π ′= ∫  (23)

Здесь:

2

2 3

( , ) cos( ')
ikR

ikR ikR

e
M p q� k

R

e e
ik

R R

−

− −


= ϕ − ϕ −


 

− + −   
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2
2

2

2 3

sin( ')
'

3 .

ikR

ikR ikR

e
k

RR

e e
ik

R R

−

− −

ϕ − ϕ
−ρρ −


 

− +    
Азиìутальные кîìпîненты пîверхнîстнîй и 

îбъеìнîй плîтнîстей тîка связаны следующиì 
сîîтнîшениеì:

( , , ) ( , ) ( ),j z zϕ ϕρ ϕ = η ϕ δ ρ  (24)

где ( )xδ  - дельта функция Дирака: 

, ',
( ')

0, ',

x x
x x

x x

∞ =
δ − =  ≠

 (25)

îбладающая фильтрующиì свîйствîì:

( ) ( ') ( '),f x x x dx f xδ − =∫  (26)

( ) ( )a hρ = ρ ϕ = + ξ + ϕ  - уравнение îбразующей 
спирали,  [ , ]ϕ ∈ −ξ ξ ;  2ξ - углîвая ширина спи-
рали. 

Отнîсительнî  пîверхнîстнîй плîтнîсти тîка 
( , )zϕη ϕ  при 0z =

 
иìееì:

1

4
( ) ( ', ')

( , ', ') ' ' ' .

l

c l

ik
E z

W

M z d d

ξ

ϕ ϕ
−ξ −

π
τ = η ϕ ×

× τ τ ρ ρ ϕ

∫ ∫  (27)

В (27) 1( , ', ') ( , ',0, ')M z M zτ τ = τ τ . Ввîдя нîр-
ìирîванные переìенные ,tϕ = ξ  ' ',tϕ = ξ  

'/x z l=  при ( )a hρ = + ξ + ϕ ,  ' ( ')a hρ = + ξ + ϕ ,  
/ , / ,h l d a l klζ = = ϑ = ,  и испîльзуя граничнîе 

услîвие (17),  пîлучаеì двуìернîе интегральнîе 
представление напряженнîсти электрическîгî  
пîля падающей ÏЭМВ на спирали [ 1;1]t ∈ − :

1 1

1 1

( ) ( ', ) ( , ', ) ' ,падE t t x M t t x dt dxϕ ϕ
− −

σ = η∫ ∫  (28)

где:

( , ', ) ( , ') ( , ', )

( , ') ( , ', ),

M t t x C t t M t t x

C t t M t t x
α α

β β

= +
+

 (29)

- пîдынтегральная функция разнîстнîгî  ядра,

( )

2

22

(1 ')
( , ') cos( ( ')),

(1 ')
( , ') (30)

( (1 ))( (1 '))sinc( ( '))
,

( (1 ))( (1 '))sinc ( ') / 2

d t
C t t t t

d
d t

C t t
d

d t d t t t

d t d t t t

α

β

+ ζξ +
= ξ −

+ ζξ +
= − ×                                       

+ ξζ + + ξζ + ξ −
×

ζ + + ζξ + + ζξ + ξ −

 

- гладкие функции,

sinc( ) sin( ) / ,x x x=  (31)

2
2 3

2

2

2
2 3

( , ', ) ,

( , ')
( , ', )

3 3

i R i R i R

i R i R i R

e e e
M t t x i

R R R

t t
M t t x

R

e e e
i

R R R

− ϑ − ϑ − ϑ

α

β

− ϑ − ϑ − ϑ

= ϑ − ϑ −

ϖ
= ×

 
× ϑ − ϑ −  

 

 (32)

- îсîбые функции,

( , ') ( , ')( ')t t f t t t tϖ = −  (33)

- расстîяние ìежду тîчкаìи t и 't ,

(2 2 2

2

( , ') ( (1 ))

'
( (1 ')) sinс

2

f t t d t

t t
d t

= ξ ζ + + ζξ + ×

−  × + ζξ + ξ    

 (34)

- функция перед сингулярнîстью,
2 2( , ')R t t x= ϖ +  (35)

- расстîяние ìежду тîчкаìи { , }x t  и { , '}x t ,  
4 / ( )ci W dσ = − π ϑ ξ  - кîнстанта. Учитывая тîт 

факт,  чтî  пîлîска узкая (2 )l λ ,  распределе-
ние пîверхнîстнîй плîтнîсти тîка пî  ее ширине 
ìîжнî  считать квазистатическиì:

2

( ')
( ', ) .

1

I t
t x

l x
ϕη =

−
 (36)

Ïîдставляя (36) в (28),  пîлучаеì îднîìернîе ин-
тегральнîе представление напряженнîсти элек-
трическîгî  пîля падающей ÏЭМВ на спирали 

[ 1;1]t ∈ − :
1

1

( ) ( ') ( , ') ',падE t I t K t t dtϕ
−

σ = ∫  (37)

где
1

2
1

( , ', )
( , ')

1

M t t x
K t t dx

x−

=
−

∫  (38)

- ядрî  интегральнîгî  представления.
ßдрî  ( , ')K t t  интегральнîгî  представления (37) 

в неявнîì виде сîдержит îсîбеннîсти различных 
типîв. Не привîдя пîдрîбных вывîдîв,  запишеì 
предельные сîîтнîшения интеграла (38) для îсî-
бых функций (32):

1

2'
1

2
2 2

1

2'
1

2 2

( , ', )
( , ') lim

1

2 1
(1 ) ln | ' |,

( , ') ( ')

( , ', )
( , ') lim

1

4 1
.

( , ') ( ')

t t

t t

M t t x
S t t dx

x

t t
f t t t t

M t t x
S t t dx

x

f t t t t

α
α

→
−

β
β

→
−

= =
−

= − + − ϑ −
−

= =
−

= −
−

∫

∫
 (39)
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1

2'
1

2
2 2

1

2'
1

2 2

( , ', )
( , ') lim

1

2 1
(1 ) ln | ' |,

( , ') ( ')

( , ', )
( , ') lim

1

4 1
.

( , ') ( ')

t t

t t

M t t x
S t t dx

x

t t
f t t t t

M t t x
S t t dx

x

f t t t t

α
α

→
−

β
β

→
−

= =
−

= − + − ϑ −
−

= =
−

= −
−

∫

∫

Такиì îбразîì,  кîìпîненты ядра (38) ìîжнî  
представить в виде суììы регулярнîй ( )( , ')R t tα β  
и сингулярнîй ( )( , ')S t tα β  частей:

( ) ( ) ( )( , ') ( , ') ( , ').K t t R t t S t tα β α β α β= +  (40)

Здесь:

1
( )

( )
2

1
1

( )
( ) ( )

2
1

( , ', )
( , ') ,

1

( , ', )
( , ') ( , ').

1

M t t x
K t t dx

x

M t t x
R t t dx S t t

x

α β
α β

−

α β
α β α β

−

=
−

= −
−

∫

∫
 (41)

Ïîдставляя (40) в (37),  пîлучаеì сингулярнîе 
интегральнîе уравнение (ÑИУ) вида ( [ 1;1]t ∈ − ):

1 1

1 1

2

( ) ( ') ( , ') ' ( ')

Gc( , ')
Lg( , ') ln | ' | ',

( ')

падE t I t R t t dt I t

t t
t t t t dt

t t

ϕ
− −

σ = + ×

 
× − +  − 

∫ ∫
 (42)

где:

( , ') ( , ') ( , ') ( , ') ( , ')R t t C t t R t t C t t R t tα α β β= +  (43)

- регулярнîе ядрî  ÑИУ,
2

2

Lg( , ') (1 ) ( , '),

( , ') 2 ( , ')
Gs( , ') 2

( , ')

t t C t t

C t t C t t
t t

f t t

α

α β

= − ϑ
+

= −
 (44)

- гладкие функции –  кîэффициенты перед син-
гулярныìи îператîраìи.

Рассìîтриì кîìпîненту Eϕ напряженнîсти 
электрическîгî  пîля в дальней и средней зîнах 
излучения,  где îна является дîìинирующей. В 
даннîì случае вектîр  îбъеìнîй плîтнîсти тîка 
(24) ìîжнî  записать в упрîщеннîì виде:

0( , , ) ( ) ( ) ( ),j z I zρ ϕ = ϕ ϕ δ δ ρ




 (45)

здесь ( )xδ  - дельта функция Дирака;  
( ) ( ),a hρ = ρ ϕ = + ξ + ϕ [ ; ]ϕ ∈ −ξ ξ ;  ( )I ϕ  - пîлный 

тîк через îбразующую спирали. Ïîдставляя (45) 
в (23),  пîлучаеì кîìпîненту Eϕ в тîчке p свî-
бîднîгî  прîстранства,  сîздаваеìую пîлныì тî-
кîì ( )I ϕ :

( ) ( ') ( , ') ,
4

cW
E p I M p d

ik

ξ

ϕ
−ξ

= ϕ ϕ ϕ
π ∫  (46)

здесь:

2

2

2 3 2

2
2 3

( , ) cos( ')

sin( ')
'

3

ikR

ikR ikR

ikR ikR ikR

e
M p q� k

R

e e
ik

R R R

e e e
k ik

R R R

−

− −

− − −


= ϕ − ϕ −


  ϕ − ϕ

− + − ρρ   
  

× − +      

 (47)

2

2

2 3 2

2
2 3

( , ) cos( ')

sin( ')
'

3

ikR

ikR ikR

ikR ikR ikR

e
M p q� k

R

e e
ik

R R R

e e e
k ik

R R R

−

− −

− − −


= ϕ − ϕ −


  ϕ − ϕ

− + − ρρ   
  

× − +      
- функция,  îпределяющая излучение,

2 2( , ')R z= ϖ τ τ +  (48)

- расстîяние îт тîчек истîчника дî  тîчки излу-
чения,

2 2 2( , , ') ( ( ))

2 ( ( ))cos( ')

a h

a h

ϖ ρ ϕ ϕ = ρ + + ξ + ϕ −
− ρ + ξ + ϕ ϕ − ϕ

- расстîяние ìежду тîчкаìи,  лежащиìи в плîс-
кîсти спирали.

Ïрîизвîдя заìену ' tϕ = ξ ,  пîлучаеì:
1

1

( ) ( ) ( , ) ,
4

cW
E p I t M p t dt

ikϕ
−

ξ
=

π ∫  (49)

2 2 2( , , ) ( (1 ))

2 ( (1 ))cos( ).

t a h t

a h t t

ϖ ρ ϕ = ρ + + ξ + −
− ρ + ξ + ϕ − ξ

 (50)

Ïерехîдя в сферическую систеìу кîîрдинат 
с пîìîщью сîîтнîшений sin ,rρ = θ  cosz r= θ и 
нîрìируя все кîîрдинаты в (49) на длину из-
лучаеìîй вîлны λ ,  пîлучаеì выражение для 
расчета напряженнîсти электрическîгî  пîля в 
дальней и средней зîнах излучения:

1

2
1

( ) ( ) ( , ) ,
4

{ , , },

ik RcW
E p I t A p t e dt

ik

p r

λ λ−
ϕ λ λ

λ −

λ λ

ξ
=

π λ

= θ ϕ

∫  (51)

здесь:
2

2 3

22

2 2 3

1
( , ) cos( )

sin ( (1 ))

3sin( ) 3

k ik
A p t t

R R R

r a h t

k ikt

RR R R

λ λ
λ

λ λ λ

λ λ

λ λ

λλ λ λ

 
= ϕ − ξ − − −  

 
− θ + ξ + ×

 ϕ − ξ
× − −  

 

 (52)

- функция,  îпределяющая аìплитуду излуче-
ния в тîчке { , , }p rλ λ= θ ϕ ,  ik Re λ λ−  - ìнîжитель,  
îписывающий бегущую вîлну излучения в тîчке 

{ , , }p rλ λ= θ ϕ ,

2 2 2( , ) cosR p t rλ λ λ λ= ϖ + θ  (53)

- расстîяние ìежду тîчкаìи спирали и тîчкîй 
наблюдения,

2 2 2 2( , ) sin ( (1 ))

2 sin ( (1 ))cos( ),

p t r a h t

r a h t t
λ λ λ λ λ

λ λ λ

ϖ = θ + + ξ + −
− θ + ξ + ϕ − ξ

 (54)

/ , / , / , 2r r a a h h kλ λ λ λ= λ = λ = λ = π
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- нîрìирîванные переìенные.
В качестве îбъекта исследîвания была выбра-

на спираль,  пîказанная на рис.8.
Фîрìа иìеет четыре безразìерных параìет-

ра:
- ìиниìальный радиус фîрìы: fa
- ìаксиìальный радиус фîрìы: fb
- кîэффициент наìîтки фîрìы: fh
- ширина пîлîски фîрìы: 2 fl

Уìнîжая приведенные безразìерные пара-
ìетры на кîэффициент фîрìы fK ,  численнî  
равный длине вîлны,  пîлучаеì разìеры струк-
туры,  îтнесенные к длине вîлны:
- ìиниìальный радиус: / f fa a Kλ =
- ìаксиìальный радиус: / f fb b Kλ =
- кîэффициент наìîтки: / f fh h Kλ =
- ширина пîлîски: 2 / 2 f fl l Kλ =

Для прîстîты расчетîв испîльзîвалась спи-
раль в виде,  пîказаннîì на рис. 8. В расчетах 
и на рис.8 испîльзîвались следующие кîэффи-
циенты: 0.2fa = ,  1.0fb = ,  0.02,fh =  2 / 0.1l λ =
. Такиì îбразîì,  fK  численнî  равен /b λ ,  т.е. 
радиусу спирали,  îтнесеннîìу к длине вîлны.

На рис.9. приведенî  нîрìирîваннîе распреде-
ление тîка для случая 0.5fK = .

Распределение дîвîльнî  труднî  пîддается 
анализу. На рис.10 а-г пîказаны нîрìирîванные 
распределения тîка при различных значениях 

fK .
Как виднî  из рисункîв,  здесь уже четкî  на-

блюдаются некîтîрые тенденции.
1. В целîì фîрìа îгибающей распределений 

сîвпадает,  чтî  гîвîрит î  ширîкîпîлîснîсти 
структуры

3

Ðèñ. 6. Öилиндрическая спиральная антенна 

Ðèñ.7. Ãеîìетрия задачи

Ðèñ.8. Фîрìа исследуеìîй спирали
Ðèñ. 8. Фîрìа исследуеìîй спирали

4

Ðèñ.9. Распределение тîка пî спирали, <<Eqn005.wmf>>

Ðèñ.10. Распределение тîка пî спирали при различных значениях <<Eqn006.wmf>>: а) - <<Eqn007.wmf>>, б) -
<<Eqn008.wmf>>, в) - <<Eqn009.wmf>>, г) - <<Eqn010.wmf>>

Ðèñ. 9. Распределение тîка пî  спирали,  0.5fK =

4

Ðèñ.9. Распределение тîка пî спирали, <<Eqn005.wmf>>

Ðèñ.10. Распределение тîка пî спирали при различных значениях <<Eqn006.wmf>>: а) - <<Eqn007.wmf>>, б) -
<<Eqn008.wmf>>, в) - <<Eqn009.wmf>>, г) - <<Eqn010.wmf>>Ðèñ. 10. Распределение тîка пî  спирали при различных значениях fK : а) - 1fK = ,  б) - 1.5fK = ,  в) - 2fK = ,  г) -  3fK =
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2. В распределениях ìîжнî  услîвнî  выделить 
три участка: 
- участîк,  сîîтветствующий внутреннеìу свî-
бîднîìу витку [ 1; 0.8]t ≈ − − ,  на кîтîрîì наблю-
дается всплеск аìплитуды тîка
- участîк,  сîîтветствующий внешнеìу свîбîд-
нîìу витку [0.8;1]t ≈ ,  на кîтîрîì наблюдается 
краевîй эффект в виде нарастающих пî  аìпли-
туде îсцилляций
- участîк,  нахîдящийся ìежду внутрен-
ниì и внешниì свîбîдныìи виткаìи спирали 

[ 0.8;0.8]t ≈ − ,  на кîтîрîì распределение тîка 
является îтнîсительнî  пîстîяннîй функцией. 
Иìеннî  îн внîсит наибîлее значиìый вклад в 
излучение структуры. 

Анализ распределений,  приведенных на 
рис.10,  пîзвîляет сделать следующий важный 
вывîд: при îпределении пîля дифракции в 
дальней зîне аìплитуду распределения тîка пî  
длине плîскîй спирали с ìалыì шагîì наìîтки 
ìîжнî  считать пîстîяннîй. 

Àíàëèз àзèìóòàëüíûх ðàñïðåäåëåíèé ïîëÿ. 
Ïîд азиìутальныìи распределенияìи пîля бу-
деì пîниìать нîрìирîванные аìплитудные диа-
граììы направленнîсти в дальней зîне и сред-

ней зîнах излучения:

0

0 max

| ( , , ) |
( ) ,

| ( , , ) |

E r
F

E r
ϕ λ

ϕ λ

θ ϕ
ϕ =

θ ϕ
 

где Eϕ îпределяется выражениеì ,  10 ,rλ λ = λ  

0 90θ =  ;  maxϕ  - азиìут,  на кîтîрîì 0| ( , , ) |E rϕ λ θ ϕ  
приниìает ìаксиìальнîе значение. Аìплитуд-
ные диаграììы направленнîсти (ДН) в азиìу-
тальнîй плîскîсти спирали при различных зна-
чениях кîэффициента фîрìы fK ,  рассчитанные 
при пîлученных ранее распределениях тîка,  пî-
казаны на рис.11. Как виднî  из рисункîв,  диа-
граììы не иìеют нулей излучения,  лепестки 
выражены слабî,  и с увеличениеì fK  их числî  
увеличивается.

Àíàëèз ðàñïðåäåëåíèé ïîëÿ â ìåðèäèàííîé 
ïëîñêîñòè. Ïîд ìеридианныìи распределени-
яìи пîля будеì пîниìать нîрìирîванные аìп-
литудные диаграììы направленнîсти в дальней 
зîне и средней зîнах излучения:

0

max 0

| ( , , ) |
( ) ,

| ( , , ) |

E r
F

E r
ϕ λ

ϕ λ

θ ϕ
θ =

θ ϕ
 

где Eϕ îпределяется выражениеì (51),  
10 ,rλ λ = λ  0 0ϕ =  ;  maxθ  - ìеридиан,  на кîтî-

рîì 0| ( , , ) |E rϕ λ θ ϕ  приниìает ìаксиìальнîе зна-

5

Ðèñ.11. Аìплитудные диаграììы направленнîсти в азиìутальнîй плîскîсти при различных значениях <<Eqn011.wmf>>:
а) - <<Eqn012.wmf>>, б) - <<Eqn013.wmf>>, в) - <<Eqn014.wmf>>, г) -  <<Eqn015.wmf>>

Ðèñ. 11. Аìплитудные диаграììы направленнîсти в азиìутальнîй плîскîсти при различных значениях fK :  
а) - 0.5fK = ,  б) - 1.5fK = ,  в) - 2fK = ,  г) -  3fK =
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чение. Аìплитудные диаграììы направленнîсти 
в ìеридианнîй плîскîсти спирали при различ-
ных значениях кîэффициента фîрìы fK ,  рас-
считанные при пîлученных ранее распределе-
ниях тîка,  пîказаны на рис.12. Жирнîй линией 
пîказана îсь спирали. Из рисункîв виднî,  чтî  
при значениях 0.5fK ≤  излучение прîисхîдит в 
плîскîсти спирали,  а диаграììа направленнîс-
ти (ДН) такîй спирали в ìеридианнîй плîскîсти 
при уìеньшении fK  будет приближаться к ДН 
электрически ìалîй раìки с тîкîì. Ïри увели-
чении fK  дî  единицы в верхней пîлуплîскîсти 
(левая часть диаграìì) пîявляются два главных 
лепестка,  с ìаксиìуìаìи излучения max 20θ ≈ ±  
îт îси спирали. Ïри дальнейшеì увеличении fK  
прîисхîдит îбîстрение и сближение ìаксиìуìîв 
излучения с îсью спирали,  а также увеличивает-
ся числî  бîкîвых лепесткîв. Ñледует îтìетить,  
чтî  урîвень бîкîвых лепесткîв сравнительнî  
низîк,  в îтличие îт урîвня бîкîвых лепесткîв в 
ДН кîльцевîй раìîчнîй антенны. 

Четкîгî  îтражения электрîìагнитнîй вîлны 
в направлении îси спиральнîй структуры не 
прîисхîдит. Осевîе îтражение (вдîль îси спи-

ральнîй антенны) следует îжидать для двух-
захîднîй спиральнîй структуры: качественнîе 
ìîделирîвание для такîй структуры былî  прî-
веденî  в пакете «Microwave Office».
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