
Физика вîлнîвых прîцессîв и радиîтехнические систеìы

Квантîвые перепутанные сîстîяния являют-
ся  в настîящее вреìя îснîвîй  квантîвых вы-
числений и  квантîвых телекîììуникаций. Для 
генерации перепутанных сîстîяний в настîя-
щее вреìя испîльзуются различные физические 
систеìы,  включая атîìы и иîны в резîнатîрах 
и лîвушках [1-3]. Для целей квантîвîй связи и 
квантîвых вычислений нужны ìаксиìальнî  пе-
репутанные чистые сîстîяния. В силу декîгерен-
тнîсти,   вîзникающей за счет взаиìîдействия с 
îкружающей средîй (шуìîì),  пîявляются зна-
чительные труднîсти при сîхранении чистых 
перепутанных сîстîяний. Однакî  в некîтîрых 
случаях шуì,  напрîтив,   ìîжет выступать в 
качестве истîчника вîзникнîвения неклассичес-
ких эффектîв в атîìных систеìах,  в тîì чис-
ле квантîвîгî  перепутывания сîстîяний атîìîв 
и пîля,  а также сîстîяний îтдельных атîìîв  
[4-10]. В частнîсти Ñ. Бîзе с сîавтîраìи [4] пî-
казали,  чтî  перепутывание всегда вîзникает 
при взаиìîдействии прîизвîльнîй систеìы с 
бîльшиì числîì степеней свîбîды в сìешаннîì 
сîстîянии и îдинîчнîгî  кубита в чистîì сîстî-
янии. Общие результаты были прîиллюстри-
рîваны иìи на приìере ìîдели Джейнса-Каì-
ìингса îдинîчнîгî  атîìа в чистîì сîстîянии,  
взаиìîдействующегî  с ìîдîй теплîвîгî  пîля в 
идеальнîì резîнатîре. Ïîзднее былî  выясненî,  
чтî  теплîвîе пîле ìîжет привîдить также к пе-
репутыванию сîстîяний и саìих двухурîвневых 
атîìîв [5-10].  Дипîль-дипîльнîе взаиìîдействие 
атîìных систеì является естественныì ìеха-

низìîì вîзникнîвения атîìнîгî  перепутывания 
[11,  [12]. Наличие дипîль-дипîльнîгî  взаиìî-
действия атîìîв,  в частнîсти,  ìîжет привес-
ти к значительнîìу увеличению степени  пере-
путывания двух атîìîв,  взаиìîдействующих с 
ìîдîй теплîвîгî  пîля в идеальнîì резîнатîре 
как пîсредствîì îднîфîтîнных перехîдîв [13],  
так и вырîжденных двухфîтîнных перехîдîв 
[14]. Физически дипîль-дипîльнîе взаиìîдейст- 
вие  ìîжнî  увеличить,  уìеньшая îтнîсительнîе 
расстîяние ìежду атîìаìи в резîнатîре. Ïре-
иìуществî  такîй схеìы заключается в тîì,  
чтî  îтнîсительнîе расстîяние ìежду атîìаìи 
ìîжнî  легкî  кîнтрîлирîвать. В настîящее вре-
ìя в сîвреìенных ìагнитных лîвушках Ïау-
ля îхлажденные атîìы ìîгут быть заперты на 
расстîяниях пîрядка длины вîлны излучения. 
[1-3].  В этîì случае параìетр  дипîль-дипîль-
нîгî  взаиìîдействия станîвится сравниìыì с 
кîнстантîй дипîль-фîтîннîгî  взаиìîдействия. 
В результате такие экспериìентальные устанîв-
ки ìîгут быть испîльзîваны для генерации зна-
чительнîй степени перепутывания атîìîв даже 
при наличии шуìа.

 В настîящей рабîте ìы исследуеì влияние 
пряìîгî  дипîль-дипîльнîгî  взаиìîдействия 
ìежду двуìя двухурîвневыìи атîìаìи на пе-
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Ðèñ. 1. Ñхеìа разрешенных перехîдîв в двухурîвневîì атîìе
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репутывание сîстîяний этих атîìîв за счет не-
вырîжденнîгî  двухфîтîннîгî   взаиìîдействия 
с теплîвыì двухìîдîвыì пîлеì в идеальнîì 
резîнатîре. Заìетиì,  чтî   исследîвание атîì-
пîлевîгî  перепутывания в такîй ìîдели прîве-
денî  в рабîтах [15],  [16]. 

Рассìîтриì систеìу двух идентичных двух-
урîвневых атîìîв A и B с частîтаìи атîìных 
перехîдîв 0ω ,  взаиìîдействующих с двуìя ìî-
даìи квантîвîгî  электрîìагнитнîгî  пîля с час-
тîтаìи 1ω  и 2ω  в идеальнîì резîнатîре пîсредс-
твîì невырîжденных двухфîтîнных перехîдîв. 
Ïредпîлîжиì,  чтî  частîты резîнатîрных ìîд 
нахîдятся в тîчнîì двухфîтîннîì резîнансе с 
частîтаìи атîìных перехîдîв,  т.е. иìеет ìестî  
услîвие 1 2 0ω + ω = ω  (рис. 1) . 

Ãаìильтîниан рассìатриваеìîй систеìы в 
представлении взаиìîдействия ìîжет быть за-
писан в виде 
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Здесь ia+ и ia   –     îператîры рîждения и унич-
тîжения фîтîнîв i -й ìîды пîля ( 1 2)i = , ,  jR±  
–     îператîры перехîдîв в j -ì  двухурîвневîì 
атîìе  ( 1 2)j = , ,  g  –     кîнстанта невырîжденнîгî  
двухфîтîннîгî  взаиìîдействия двухурîвневîгî  
атîìа с двухìîдîвыì пîлеì,  Ω  –     кîнстанта 
пряìîгî  дипîль-дипîльнîгî  взаиìîдействия 
ìежду атîìаìи. 
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где 1 2v v, = +, − . Рассìатриваеìая систеìа иìеет 

унитарную динаìику,  îписываеìую îператîрîì 
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Ðèñ. 2. Вреìенная зависиìîсть параìетра перепутывания ( )tε
для вакууìнîгî  начальнîгî  сîстîянии пîля с 1 2 0n n= =  и раз-
личных значений кîнстанты дипîль-дипîльнîгî  взаиìîдейст- 
вия: / 0gΩ =  (сплîшная линия);   / 0.1gΩ = (тîчечная линия)
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Ïредпîлîжиì,  чтî  в начальный ìîìент вре-
ìени электрîìагнитнîе пîле нахîдится в двух-
ìîдîвîì теплîвîì сîстîянии 
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Здесь in – среднее числî  фîтîнîв в i -й ìîде ре-
зîнатîра: 

1(exp( ) 1)i i Bk Tn
−= ω / −

где T –  равнîвесная теìпература резîнатîра и 

Bk  –  пîстîянная Бîльцìана. 
Рассìîтриì вîзìîжнîсть атîìнîгî  перепу-

тывания для различных начальных сîстîяния 
атîìнîй пîдсистеìы.  Для двухкубитнîй систе-
ìы,  îписываеìîй ìатрицей плîтнîсти ( )A tρ ,   
в качестве ìеры перепутывания ìы ìîжеì 
испîльзîвать параìетр  Ïереса-Хîрîдецких 
(”negativity”) [17],  [18] 

2 i
i

−ε = − µ ,∑
где i

−µ  –  îтрицательные сîбственные значе-
ния частичнî  транспîнирîваннîй (пî  переìен-
ныì îднîгî  кубита) ìатрицы 1 ( )T

A tρ .  Для случая 
0ε =  сîстîяние атîìîв является сепарабельныì 

(ìежду атîìаìи îтсутствуют квантîвые кîрре-
ляции),  неравенствî  0ε >  указывает на наличие 
атîì-атîìнîгî  перепутывания. Ñлучай 1ε =  сî-
îтветствует ìаксиìальнîй степени атîì-атîìнî-
гî  перепутывания. Для îписания перепутывания 
сìешанных сîстîяний в квантîвîй теîрии ин-
фîрìации испîльзуются и другие критерии [11],  
îднакî  в случае двухкубитных систеì испîль-
зîвание критерия Ïереса-Хîрîдецких являет-
ся предпîчтительныì,  пîскîльку услîвие 0ε >  
является неîбхîдиìыì и дîстатîчныì услîвиеì 
перепутывания сìешанных сîстîяний. 

Для исследîвания атîì-атîìнîгî  перепутыва-
ния с пîìîщью параìетра Ïереса-Хîрîдецких 
наì пîтребуется редуцирîванная атîìная ìат-
рица плîтнîсти. Для ее пîлучения неîбхîдиìî  
прîвести усреднение пîлнîй ìатрицы плîтнîсти 
пî  переìенныì пîля 

( ) ( ) (0) ( )A Ft Tr U t U t+ρ = ρ . (4)

Если атîìы нахîдятся первîначальнî  в чис-
тîì сîстîянии,  такîì как | +, +〉 ,  | +, −〉 ,  | −, +〉 ,  
| −, −〉   или их суперпîзиции,  редуцирîванная 

атîìная ìатрица плîтнîсти с испîльзîваниеì 

фîрìул (3),  (4) ìîжет быть представлена как 
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Для частичнî  транспîнирîваннîй пî  îтнîше-
нию к (5) атîìнîй ìатрицы плîтнîсти 1 ( )T

A tρ  есть 
всегî  îднî  сîбственнîе значение,  кîтîрîе ìîжет 
иìеть îтрицательный знак:

2 2
1

1
( ( ) 4 | | ))

2
D A D A E−µ = + − − + .

Ñîбственнîе значение 1
−µ  станîвится îтрица-

тельныì тîгда и тîлькî  тîгда,  кîгда | |E AD> . 
Ïри выпîлнении этîгî  услîвия в качестве ìеры 
атîì-атîìнîгî   перепутывания ìîжет быть ис-
пîльзîвана величина 

2 2( ) 4 | | )D A E D Aε = − + − − . (6)

Рассìîтриì теперь îсîбеннîсти атîì-атîì-
нîгî  перепутывания для различных начальных 
чистых сîстîяний атîìîв.

1. Ïусть в начальный ìîìент вреìени îдин 
из атîìîв вîзбужден,  а втîрîй –  в îснîвнîì 
сîстîянии,  т.е. атîìная пîдсистеìа нахîдится 
в  сîстîянии | +, −〉 .  В рассìатриваеìîì случае  
ìатричные элеìенты редуцирîваннîй атîìнîй 
ìатрицы плîтнîсти (5),  вхîдящие в выражение 
(6),  есть 
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где îператîр  S B= /θ  и ìатричные элеìенты 
прîизвîльнîгî  îператîра O ,  

Ðèñ. 3. Вреìенная зависиìîсть параìетра перепутывания ( )tε
для интенсивнîгî  начальнîгî  теплîвîгî  пîля 1 2 30n n= =  и 
различных значений кîнстанты    дипîль-дипîльнîгî  взаиìî-
действия: / 0gΩ =  (сплîшная линия),  / 0.1gΩ =  (тîчечная ли-
ния).  Вî  втîрîì случае на графике пîказанî  вреìеннîе пîведе-
ние величины ( ) 0.01tε +



Ò. 12,  № 2   ÏЕРЕÏУÒ�ВАНИЕ ДВУХ ДИÏОЛьНО ÑВßЗАНН�Х АÒОМОВ...ÏЕРЕÏУÒ�ВАНИЕ ДВУХ ДИÏОЛьНО ÑВßЗАНН�Х АÒОМОВ...... 8988 Е.К. БАШКИРОВ,   М.Ï. ÑÒУÏАÖКАß  ФВÏиРÒÑ,  2009

действующегî  в прîстранстве пîлевых вîлнîвых 
функций,  îпределяются îбычныì îбразîì:

1 2 1 2 1 2| | | |n nO n n O n n, = 〈 〈 〉 〉.

Результаты численных расчетîв для параìет-
ра перепутывания ( )tε  на îснîве фîрìул (6) и 
(7) пîказаны на рис. 2-4. На рис. 2 представлена 
вреìенная зависиìîсть параìетра перепутыва-
ния для вакууìнîгî  начальнîгî  сîстîяния пîля 
(теплîвîгî  сîстîяния пîля с нулевыìи средни-
ìи значенияìи фîтîнîв в ìîдах) и различных 
значений кîнстанты дипîль-дипîльнîгî  вза-
иìîдействия. Из рисунка хîрîшî  виднî,  чтî  
дипîль-дипîльнîе взаиìîдействие увеличивает 
степень атîìнîгî  перепутывания. Ïри этîì при 
наличии дипîльнîгî  взаиìîдействия перепуты-
вание вîзникает и в те ìîìенты вреìени,  кîгда 
îнî  îтсутствîвалî  без учета дипîльнîй связи 
атîìîв. Òакîй результат не является удивитель-
ныì,  пîскîльку гаìильтîниан взаиìîдействия 
(1)  перевîдит сîстîяние | +, −〉 в ìаксиìальнî  пе-
репутаннîе сîстîяние. Ñравнивая представлен-
ные кривые с сîîтветствующиìи кривыìи для 
ìîделей с îднîфîтîнныìи [13] и вырîжденныìи 
двухфîтîнныìи перехîдаìи [14],  ìîжнî  заìе-
тить,  чтî  кривые для всех указанных  ìîделей 
дîстатîчнî  пîхîжи и îтличаются лишь числîì 
пикîв. Как пîказывают численные расчеты,   при 
увеличении среднегî  начальнîгî  числа фîтîнîв 
в ìîдах числîвîе значение параìетра перепуты-
вания уìеньшается,  при этîì характер  зави-
сиìîсти степени перепутывания îт кîнстанты 
дипîльнîгî  взаиìîдействия îстается теì же,  
чтî  и для вакууìнîгî  пîля,  т.е. при увеличе-
нии указаннîй кîнстанты  степень перепутыва-
ния атîìîв растет. На рис. 3 пîказаны вреìенные 
зависиìîсти параìетра перепутывания ( )tε  для 
изучаеìîй ìîдели в случае весьìа интенсивнîгî  
теплîвîгî  начальнîгî  сîстîяния пîля ( 1, 1n n >> )  

при различных значениях кîнстанты дипîль-
фîтîннîгî  взаиìîдействия. Как виднî  из ри-
сунка,  при наличии сильнîй дипîльнîй связи 
перепутывание в систеìе вîзìîжнî  даже для 
дîстатîчнî  интенсивных пîлей. 

2. Ïусть в начальный ìîìент вреìени îба атî-
ìа нахîдятся в îснîвнîì   сîстîянии | −, −〉 . Мат-
ричные элеìенты,  вхîдящие в фîрìулу (6),  в 
этîì случае приниìают вид

1 2 1 2

1 2

2
1 1 2 2 1 1( 1) ( 1)n n n n

n n

A p p n n n n F − , −= − − | | ,∑

1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 11 ( 1)( 1)n n n n

n n

D p p n n F − , −= + − − | | +∑

1 2 1 2

1 2

1 2 1 12 ( 1) ( 1)Ren n n n
n n

p p n n F − , −+ − − ,∑  (8)

1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 2n n n n

n n

E p p n n S − , −= | | ,∑
где îператîр  2F A= /λ . 

Результаты численных расчетîв для параìет-
ра перепутывания ( )tε в рассìатриваеìîì случае 
для различных значений кîнстанты дипîль-фî-

Ðèñ. 4. Вреìенная зависиìîсть ( )tε параìетра перепутывания 
( )tε  для для невîзбужденнîгî  начальнîгî  сîстîяния атîìîв и 

различных значений кîнстанты    дипîль-дипîльнîгî  взаиìî-
действия: / 0gΩ =  (рис. 6 а),  / 0.15gΩ =  (рис. 6 б),  / 0.3gΩ =  
(рис. 6 в).   Начальные интенсивнîсти ìîд теплîвîгî  пîля равны 

1 2 30n n= =
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тîннîгî  взаиìîдействия пîказаны на рис. 4. Ве-
личина параìетра перепутывания для выбран-
нîгî  начальнîгî  сîстîяния значительнî    ìень-
ше,  чеì в предыдущеì случае.  Максиìальная 
степень параìетра перепутывания  для ìîдели 
с невырîжденныì нелинейныì взаиìîдействи-
еì,  как и в предыдущеì случае,   îказывается  
ìеньше,  чеì для îднîфîтîннîгî  и вырîжден-
нîгî  двухфîтîннîгî   взаиìîдействий. Ïри этîì,  
в îтличие îт предыдущегî  случая,  зависиìîсть 
параìетра  ( )tε  îт кîнстанты дипîль-дипîльнîгî  
взаиìîдействия иìеет неìîнîтîнный характер. 
Òакîй же характер,  как пîказывают численные 
расчеты,  свîйствен зависиìîсти параìетра пе-
репутывания îт начальных интенсивнîстей. Ïри 
этîì перепутывание  исчезает не тîлькî  для 
бîльших (при высîкîй степени шуìа),  нî  и для 
ìалых начальных значений средних чисел фî-
тîнîв в ìîдах. Ïîследнее,  îчевиднî,  связанî  с 
теì,  чтî  в  исследуеìîì  случае îба атîìа на-
хîдятся в îснîвнîì сîстîянии,  тîгда для ìалых 
интенсивнîстей ìîд сîстîяние пîля близкî  к ва-
кууìнîìу. В этîì случае пîле слабî  влияет на 
динаìику атîìîв. В результате при 0t >  чистîе 
атîìнîе сîстîяние пîчти не изìеняется и пере-
путывания сîстîяний атîìîв не вîзникает.

3. Ïусть в начальный ìîìент вреìени îба атî-
ìа вîзбуждены,  т.е. нахîдятся в сîстîянии | +, +〉 .  
Матричные элеìенты,  вхîдящие в фîрìулу (6),  
в этîì случае приниìают вид

1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 11 ( 1)( 1)n n n n

n n

A p p n n F + , += + + + | | +∑

1 2 1 2

1 2

1 2 1 12 ( 1) ( 1)Ren n n n
n n

p p n n F + , ++ + + ,∑  (9)

1 2

1 2

1 2

1 1

2
2 2 1 1

( 1)( 2)

( 1)( 2)

n n
n n

n n

D p p n n

n n F + , +

= + + ×

× + + | | ,

∑

1 2 1 2

1 2

2
1 2 1 2( 1)( 1) .n n n n

n n

E p p n n S + , += + + | |∑
×исленные расчеты на îснîве фîрìул (6),  (9) 

указывают на îтсутствие атîì-атîìнîгî  перепу-
тывания при любых параìетрах рассìатривае-
ìîй ìîдели. Ïîдîбная же ситуация иìеет ìестî   
в случае îднîфîтîннîгî  и вырîжденнîгî  двух-
фîтîннîгî  взаиìîдействий.

Òакиì îбразîì,  в настîящей рабîте наìи ис-
следîванî  атîìнîе перепутывание в систеìе двух 
дипîльнî  связанных двухурîвневых атîìîв,  
взаиìîдействующих пîсредствîì двухфîтîн-
ных невырîжденных перехîдîв с двухìîдîвыì 
теплîвыì пîлеì в идеальнîì резîнатîре. атîìа. 
Наìи найдены тîчные выражения для îператî-

ра эвîлюции двухатîìнîй ìîдели. На îснîве пî-
лученнîгî  выражения для îператîра эвîлюции 
рассчитан параìетр  перепутывания Ïереса-
Хîрîдецких для различных чистых начальных 
сîстîяний атîìнîй систеìы. На îснîве числен-
нîгî  ìîделирîвания параìетра перепутывания 
пîказана вîзìîжнîсть атîì-атîìнîгî  перепуты-
вания в ìîдели за счет взаиìîдействия атîìîв 
через теплîвîе пîле. Дипîль-дипîльнîе взаиìî-
действие увеличивает степень атîìнîгî  перепу-
тывания,  при этîì из-за наличия дипîльнîгî  
взаиìîдействия перепутывание вîзникает и в те 
ìîìенты вреìени,  кîгда îнî  îтсутствîвалî  без 
учета дипîльнîй связи атîìîв. Ñтепень перепу-
тывания за счет нелинейнîгî  двухìîдîвîгî  не-
вырîжденнîгî  двухфîтîннîгî  взаиìîдействия 
при наличии дипîль-дипîльнîгî  взаиìîдейс-
твия ìеньше в сравнении с вырîжденныì двух-
фîтîнныì и îднîфîтîнныì случаяìи. 
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Entanglement of Two Dipole-Coupled Atoms

E.K. Bashkirov,  M.P. Spupatskaya

In the present paper the entanglement  of   two  atoms with dipole interaction induced by two-mode thermal field in ideal 
cavity has been investigated. The exact analytical formula for evolution operator of  system considered has been derived. 
On its basis the Peres-Horodetski entanglement parameter has been calculated. It has been shown that,  despite the de-
structive nature of  thermal noise,  dipole interaction leads to a high degree of  atomic entanglement.
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