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Ââåäåíèå

Ширîкîе приìенение акустических (пьезî-
электрических) кристаллîв в различных уст-
рîйствах акустîэлектрîники требîвалî  знания 
в первую îчередь электрическîгî  иìпеданса 
пьезîпреîбразîвателя,  являющегîся элеìентîì 
радиîтехническîй схеìы. Решение задач,  свя-
занных с прîблеìаìи ультразвукîвых изìере-
ний,  требует знания не тîлькî  электрическîгî,  
нî  и акустическîгî  иìпеданса пьезîпластины,  
чтî  неîбхîдиìî  в первую îчередь для анали-
за влияния электрическîй нагрузки на рабîчие 
параìетры приеìнîй пьезîпластины,  на îтра-
жение акустическîгî  иìпульса,  падающегî  сî  
стîрîны среды на пьезîпластину.

1. Àêóñòè÷åñêèé èìïåäàíñ ïðèåìíîé 
ïüåзîïëàñòèíû, èìåþùåé  
эëåêòðè÷åñêóþ íàãðóзêó

Рассìîтриì пьезîэлектрический преîбразîва-
тель в виде пластины тîлщинîй b,  на кîтîрую 
вдîль îси z падает плîская прîдîльная вîл-
на. Ось z выбереì так,  чтîбы плîские пîверх-
нîсти пьезîпластин удîвлетвîряли услîвияì: 
  / 2z b=  и   / 2.z b= −  Ограничиìся случая-

ìи,  кîгда разìеры пластины наìнîгî  бîльше ее 
тîлщины. В уравнениях,  îписывающих явления 
пьезîэффекта,  для их упрîщения в качестве не-

зависиìых переìенных целесîîбразнî  выбрать 
величины D и s [2] и представить уравнения в 
следующеì виде:

DT c s hD= − ,  (1)
sE hs D= − + β ,  (2)

где T - величина ìеханическîгî  напряжения 
вдîль îси z;  u - сìещение частиц вдîль îси z,  

/ ;s u z= ∂ ∂  Dc  - ìîдуль упругîсти при пîстîяннîй 
электрическîй индукции D;  h - пьезîэлектричес-
кая пîстîянная;  01/s sβ = ε ε  - îбратная диэлек-
трическая прîницаеìîсть среды при пîстîяннîй 
дефîрìации [2];  ,sE D= β  12

0   8,85 10−ε = ⋅  Ф/ì.Ф/ì. 
Решение вîлнîвîгî  уравнения для аìплитуды 
кîлебательнîй скîрîсти /v u t= ∂ ∂  в рассìатри-
ваеìîì îднîìернîì случае ищеì в виде

( ) ( )exp expv A ikz B ikz= − + ,  (3)

где k - вîлнîвîе числî  ìатериала пьезîпласти-
ны вдîль îси z;  A и B - аìплитуды вîлн. Ïусть 
вîздействия на пîверхнîсти пьезîпластин плî-
щадью S îпределяются силаìи

1 1� T S= −  при 
2

b
z = −  и 

2 2� T S= −  при 
2

b
z = ,  

(4)

а сîîтветствующие иì кîìпîненты аìплитуды 
кîлебательнîй скîрîсти

1 2

b
v v  = − 

 
 и 2 2

b
v v  =  

 
. (5)

Ïриìенив граничные услîвия (5) для выражения 
(3),  пîлучиì

2

1
1

sin
2

sin sin .
2

b
v v k z

b
v k z kb−

   = − + +     
  + −     

 

(6)
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1
1

sin
2

sin sin .
2

b
v v k z

b
v k z kb−

   = − + +     
  + −     

Ïîдставив пîлученнîе выражение для v в ра-
венства (4) и (5) с учетîì известных сîîтнîше-
ний [1] 

/ ,v z i S∂ ∂ = ω  ,I i SD= ω  
/2

/2

,
b

b

U Edz

−

= − ∫
пîлучиì важнейшие уравнения [1,2],  неîбхîди-
ìые для дальнейшегî  анализа:

1
1 1 2sinc c

Ih
� i Z ctgkbv Z kbv− = − + + ω 

,  (7)

1
2 1 2sinc c

Ih
� i Z kbv Z ctgkbv− = − + + ω 

,  (8)

1 2

0

v h v h I
U i

�

 
= − + + ω ω ω 

,  (9)

где 0 0 /s� S b= ε ε  - еìкîсть пьезîпластины при 
дефîрìации s равнîй 0;  1 1 ,cZ c S= ρ  1c  - скîрîсть 
прîдîльных вîлн в пьезîпластине в направлении 
îси z;  1ρ  - плîтнîсть пьезîпластины;  I - тîк че-
рез пьезîпластину;  U –  напряжение на ней;  ω -  
кругîвая частîта. Акустический иìпеданс для 
пîверхнîсти пьезîпластины,  граничащей сî  сре-
дîй 1,  будет равен 1 1 1/Z � v=  и для пîверхнîс-
ти,  нагруженнîй на среду 2,  равен 2 2 2/ .Z � v=  
В îтличие îт рабîт [1,2],  где рассìатривается 
электрическîе вîзбуждение пьезîпластины,  
при акустическîì вîзбуждении иìпедансы 1Z

 
и 

2Z  дîлжны быть записаны сî  знакîì плюс,  в 
прîтивнîì случае выражение для акустическî-
гî  иìпеданса при 0h =  не будет сîîтветствîвать 
стандартнîìу [1]. За счет пьезîэффекта на ìе-
таллизирîванных пîверхнîстях пьезîпластины 
вîзникает напряжение U. Если ìеталлизирî-
ванные пîверхнîсти пьезîпластин сîединить с 
электрическîй нагрузкîй ,elZ  тî  пî  закîну Оìа 
тîк через нагрузку будет равен / ,elI U Z= −  где 
знак “ìинус” учитывает,  чтî  тîк при акусти-
ческîì вîзбуждении иìеет прîтивîпîлîжнîе на-
правление пî  îтнîшению к направлению тîка в 
пьезîпластине,  вîзбуждаеìîй переìенныì на-
пряжениеì и рассìатриваеìîй в рабîтах [1,  2]. 
Ïîдставив 1,�  2�  и U в выражения (7),  (8) и (9),  
пîлучиì систеìу трех îднîрîдных уравнений с 
треìя неизвестныìи 1,υ  2υ  и I:

1
1 1 2( ctg ) sin 0

Ih
Z kb iZ v Z kbv−− + + =

ω
,

( )1
1 1 2sin 0

Ih
Z kbv Z ctgkb iZ v− + − + =

ω
,  (10)

( )1 2 0c el
h h

v v I X iZ   + + + =   ω ω   
,

где 1 1 ;Z c S= ρ  01/cX �= ω  есть ìîдуль еìкîс-
тнîгî  сîпрîтивления зажатîй пьезîпластины;  

1c  -скîрîсть ультразвука в пьезîпластине;  1ρ  - 
ее плîтнîсть. Ïусть втîрая стîрîна пьезîпласти-
ны граничит сî  средîй,  иìеющей плîтнîсть 2ρ  
и скîрîсть ультразвука 2.c  Тîгда иìпеданс для 
этîй стîрîны пьезîпластины дîлжен иìеть вид 

2 2 2 .Z c S= ρ  Ñистеìа уравнений (10) иìеет реше-
ние,  îтличнîе îт нулевîгî,  кîгда детерìинант,  
сîставленный из егî  кîэффициентîв,  равен 
нулю. Этî  услîвие пîзвîляет пîлучить следу-
ющее выражение для акустическîгî  иìпеданса 
приеìнîй пьезîпластины:

[ ]
1

2 tg / 2 1 (ctg )

ctg

kb i kb
Z iZ

kb i

ε − + γ − ε
=

ε − − γ
,  (11)

где / (1 );ixε = ξ +  2 2 2/ ( ) / ;c th X Z k kbξ = ω =  tk  -  
кîэффициент электрîìеханическîй связи;  

/ ,el cx Z X=
 elZ  

- кîìплекснîе сîпрîтивле-
ние электрическîй нагрузки пьезîпластины;  

01/ ;cX �= ω  2 2 1 1/c cγ = ρ ρ
 
есть îтнîшение акус-

тических иìпедансîв среды и ìатериала пье-
зîпластины.

Если втîрая стîрîна пьезîпластины акусти-
чески ненагружена ( 0),γ =  чтî  является наибîлее 
частыì случаеì,  тî  выражение (11) для акусти-
ческîгî  иìпеданса пьезîпластины приìет вид

1
2 tg / 2 1

ctg

kb
Z iZ iZu

kb

ε −
= =

ε −
. (12)

В îбщеì случае,  сîгласнî  теîрии электри-
ческих цепей,  прîизвîльную электрическую 
нагрузку пьезîпластины ìîжнî  всегда предста-
вить в виде пîследîвательнî  сîединенных ак-
тивнîй и реактивнîй нагрузîк и записать в виде 

.elZ R iZγ= +  Легкî  видеть,  чтî  при наличии 
активнîй нагрузки R величина ε будет кîìплек-
снîй и тîлькî  для чистî  реактивнîй нагрузки -  
действительнîй. Акустический иìпеданс пьезîп-
ластины при îтсутствии электрическîй нагруз-
ки îпределяется выражениеì [3]

tgacZ iZ kb=  (13)

и ìîжет быть пîлучен из фîрìулы (12) при ус-
лîвии 0.ε =  Выражение (12) нетруднî  преîбра-
зîвать к следующеìу виду: 1 ,ac elZ Z Z= +  где

2 tg / 2 tg

ctgel
kb kb

Z iZ
kb

ε −
=

ε −
. (14)

Из вышеизлîженнîгî  следует,  чтî  акусти-
ческий иìпеданс пьезîпластины с электричес-
кîй нагрузкîй складывается из ее сîбственнîгî  

АКУÑТИЧЕÑКИЙ ИМÏЕДАНÑ ÏРИЕМНОЙ ÏЬЕЗОÏЛАÑТИНЫ ...
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иìпеданса и иìпеданса,  внîсиìîгî  электричес-
кîй нагрузкîй .elZ  Дальнейший анализ влияния 
электрическîй нагрузки на акустические пîтери 
пьезîпластины и ее эффективную частîту прî-
ведеì для каждîгî  случая нагрузки îтдельнî.

2. Âëèÿíèå àêòèâíîé эëåêòðè÷åñêîé 
íàãðóзêè íà äîáðîòíîñòü ïðèåìíîé 

ïüåзîïëàñòèíû

Результаты,  пîлученные в разделе 1,  ìîж-
нî  испîльзîвать для анализа влияния внешней 
электрическîй нагрузки на рабîчие параìетры 
приеìнîй пьезîпластины. Ïусть пьезîпластина 
граничит лишь сî  средîй 1,  сî  стîрîны кîтî-
рîй на нее падает ультразвукîвая вîлна,  вîз-
буждающая в ней кîлебания,  т. е. среда 1 нужна 
лишь для вîзбуждения кîлебаний и на прîцесс 
кîлебаний пьезîпластины не îказывает влияния. 
Как былî  пîказанî  выше,  при чистî  реактив-
нîй электрическîй нагрузке пьезîпластины ве-
личина elZ  является чистî  ìниìîй и пîэтîìу 
не привîдит к пîтеряì энергии кîлебаний. На-
личие активнîй сîставляющей сîпрîтивления в 
электрическîй нагрузке пьезîпластины дîлжнî  
неизбежнî  привîдить к дîпîлнительнîй дисси-
пации энергии при кîлебаниях пьезîпластины. 
Для îценки этîгî  влияния приравняеì акусти-
ческий иìпеданс пьезîпластины с электричес-
кîй нагрузкîй 1Z  (фîрìула 12) к акустическîìу 
иìпедансу эквивалентнîй ей свîбîднîй пьезî- 
пластины acZ  (фîрìула 13),  иìеющей такие же 
пî  величине сîбственные пîтери (наприìер,  пî-
тери за счет пîглîщения ультразвука в ней),  
пîлучиì

0 ,tgk b u=  (15)

где 0 0 ,k k i= + α  0k  - эквивалентнîе значение вîл-
нîвîгî  числа для пьезîпластины без электри-
ческîй нагрузки,

2 tg / 2 1

ctg ctg

kb ix
u

kb ix kb

ξ − −
=
ξ − −

,  (16)

α - эквивалентный кîэффициент пîглîщения в 
свîбîднîй пьезîпластине,  îпределяеìый актив-
ныìи пîтеряìи в электрическîй цепи. Величина 
x îпределяется кîììентарияìи к фîрìуле (11) и 
равна îтнîшению иìпеданса электрическîй на-
грузки внешней цепи к ìîдулю еìкîстнîгî  иì-
педанса пьезîпластины.

Испîльзуя фîрìулу Эйлера,  представиì ра-
венствî  (15) в виде

( ) ( )0
1

exp 2 exp 2
1

iu
b ik b A

iu

+
α = =

−
. (17)

Из равенства (17) пîлучиì
ln

2

A

b
α = . (18)

Учитывая,  чтî  дîбрîтнîсть кîлебаний пьезîплас-
тины Q îпределяется сîîтнîшениеì 1 / ,Q− = αλ π  
и испîльзуя фîрìулы (16),  (17) и (18),  пîлучиì 

1 2 2
1 22 / [ ( )],Q x kb− = ξ δ ζ + ζ  где 1 1 tg ( ),kb xζ = + − ξ  

tg( tg2 [2 /2) 1] ,x kb kbζ = + ξ −  tg tg2 2( /2) ,kb kbδ =  Q -  
дîбрîтнîсть,  кîтîрую иìела бы пьезîпласти-
на тîлькî  за счет пîтерь на активнîй нагрузке. 
Ïренебрегая ìалыìи членаìи,  сîдержащиìи ,ξ  
для резîнансных частîт пьезîпластины ( )kb n= π  
пîлучиì выражение

( )

2
1

2 2

2

1
tk x

Q
xkb

−  =   + 
,  (19)

где x –  îтнîшение активнîй нагрузки к ìîдулю 
еìкîстнîгî  сîпрîтивления пьезîпластины. Тîч-
ная фîрìула с учетîì параìетра ξ пîзвîляет 
пîлучить значения Q,, аналîгичные результатаì 
расчета пî  фîрìуле (19). Из даннîй фîрìулы 
виднî,  чтî  ìиниìальнîе влияние электрическîй 
нагрузки на пîтери пьезîпластины пîлучается 
при активнîй нагрузке,  равнîй нулю (кîрîткîе 
заìыкание пьезîэлеìента,  0),x =  или активнîй 
нагрузке,  вî  ìнîгî  раз превышающей пî  вели-
чине ìîдуль сîбственнîгî  еìкîстнîгî  сîпрîтив-
ления пьезîпластины ( 1).x 

Рассìîтриì первую резîнансную гарìîнику 
пьезîпластины ( ).kb = π  Для ниîбата лития пî-
лîжиì 2 0,24.tk =  Результаты расчета пî  фîр-
ìуле (19) пîказаны в таблице 1. Как следует из 
фîрìулы (19) при 0x =  или x = ∞ дîбрîтнîсть 

.Q = ∞
Максиìальные пîтери энергии наблюдают-

ся при экстреìальнîì значении 1,x =  т. е. при 
равенстве активнîгî  сîпрîтивления внешней 
нагрузки пьезîпластины и ìîдуля еìкîстнîгî  
сîпрîтивления пьезîпластины. Из таблицы 1 
следует,  чтî  влияние сîпрîтивления на дîб-
рîтнîсть дîстатîчнî  великî. Даже при 100x =  
значение 490.Q =  Ñледîвательнî,  наличие вне-
шней активнîй нагрузки при резîнансе ìîжет 
значительнî  снизить сîбственную дîбрîтнîсть 
пьезîпластины. Влияние этîгî  эффекта для не-
кîтîрых акустических устрîйств,  наприìер,  
для ультразвукîвых резîнатîрîв былî  îбнару-
женî  экспериìентальнî,  существеннî  влияет 
на изìерения пîглîщения и будет рассìîтренî  
в пîследующих публикациях. Ñледует заìетить,  
чтî  для пьезîкварцевîй пластины из-за ìалî-
сти величины ξ этî  влияние на пîрядîк ìеньше.  

В.Ñ. КОНОНЕНКО,  В.В. ÑАВИЧЕВ,  В.Е. ТИРАНИН
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Ñ увеличениеì нîìера n резîнанснîй гарìîни-
ки пьезîпластины рассìîтренные пîтери значи-
тельнî  уìеньшаются. Дîбрîтнîсть пьезîпласти-
ны 2Q n  и при 9n =  увеличится в 81 раз.

Из излîженнîгî  следует,  чтî  для ìиниìи-
зации пîтерь энергии приеìнîй пьезîпластины 
активнîе сîпрîтивление нагрузки следует вы-
бирать вî  ìнîгî  раз бîльшиì или ìеньшиì,  
чеì величина ìîдуля еìкîстнîгî  сîпрîтивления 
пьезîпластины.

3. Âëèÿíèå àêòèâíîãî ñîïðîòèâëåíèÿ 
íà ðåзîíàíñíóþ ÷àñòîòó ïðèåìíîé  

ïüåзîïëàñòèíû

Ïри рабîте с акустическиìи изìерительныìи 
систеìаìи неизбежныì является пîдключение к 
пьезîпреîбразîвателяì активнîй нагрузки,  кî-
тîрая влияет на их резîнансные параìетры. Для 
îценки этîгî  влияния вîспîльзуеìся фîрìула-
ìи (15),  (16) и (17),  из кîтîрых пîлучиì

0
Im

tg(2 )
Re

A
k b

A
= , (20)

где 0k  - эквивалентнîе значение вîлнîвîгî  числа 
для свîбîднîй пьезîпластины. Ñ учетîì равенств 
(16) и (17) пîлучиì

tg( ctg

ctg

ctg

ctg tg(

2

2

2

Im [4 /2)( )

2 2 (1 )] /

/{( )

[1 2 0,5 )] },

A kb kb

kb x

kb x

x kb kb

= ξ ξ − −

− ξ + +

ξ − − +

+ − − ξ

 (21)

где x - îтнîшение активнîгî  сîпрîтивления к 
ìîдулю еìкîстнîгî  сîпрîтивления.

Резîнанс свîбîднîй пьезîпластины наблюдает-
ся,  кîгда 0k b n= π  ( 1,3,5),n =  т. е.,  сîгласнî  (20),   
при Im 0.A =  Ñледîвательнî,  из фîрìулы (21) 
пîлучиì:

tg( ctg ctg 24 /2)( ) 2 2 (1 ) 0kb kb kb xξ ξ − − ξ + + = .

Ïренебрегая в даннîй фîрìуле ìалы-
ìи слагаеìыìи,  сîдержащиìи ,ξ  пîлучиì 

2tg( / 2) (1 ) / 2 .kb x= + ξ  Ïîдставляя 2 / ,tk kbξ =  
пîлучиì 2 22arctg (1 ) / 2 2tkb x kb k m = + + π  ,  где 

0,1,2m =  и связанî  с нîìерîì гарìîники n 
сîîтнîшениеì ( 1) / 2.m n= −  Ïîлученнîе равенс-
твî  является трансцендентныì уравнениеì îт-
нîсительнî  переìеннîй kb. Однакî,  как пîказы-
вает дальнейший анализ,  величина kb ìалî  из-
ìеняется в зависиìîсти îт x,  и решение уравне-
ния ìîжнî  упрîстить. Ïри бîльших значениях 
аргуìента функция arctg слабî зависит îт негî,arctg слабî зависит îт негî, слабî  зависит îт негî,  
пîэтîìу,  пîдставляя kb n≈ π  в аргуìент,  пî- 
лучиì 2 22arctg (1 ) / 2 ( 1)tkb x n k n = + π + π −   (пîг-

решнîсть îпределения kb при бîльших значе-
ниях x сîставляет 1,3%,  завышая истиннîе зна-
чение,  с уìеньшениеì x пîгрешнîсть сущест-
веннî  уìеньшается). Разделив даннîе равенствî  
на 0 ,k b n= π  пîлучиì,  чтî  îтнîсительнîе изìе-
нение резîнанснîй частîты пьезîпластины nf   
будет равнî

arctg
2

2
0 0

2 (1 ) 1
1

2
n r

n t

f k b x n

f k b n nk

+ π
= = + −

π
,  (22)

где rk  –  резîнанснîе значение вîлнîвîгî  числа;  
n –  нîìер  гарìîники; 0nf

 
–  резîнансная частî-

та пьезîпластины при ,x → ∞  т. е. при îтсутствии 
внешней нагрузки. Рассìîтриì первую резîнан-
сную гарìîнику пьезîпластины ( ).kb = π  Для ни-
îбата лития пîлîжиì 2 0,24.tk =  Результаты рас-
чета пî  фîрìуле (22) пîказаны в таблице 2.

Из таблицы виднî,  чтî  ìаксиìальнîе влияние 
активнîгî  сîпрîтивления на эффективную ре-
зîнансную частîту пьезîпластины прîявляется 
при кîрîткîì заìыкании электрîдîв,  т. е. при 

0.x =  Наблюдаеìый эффект îбъясняется влия-
ниеì пьезîэффекта на ìîдуль упругîсти ìате-
риала пьезîпластины,  причеì чеì бîльше тîк 
через сîпрîтивление,  теì бîльше этî  влияние. 
Результаты прîведеннîгî  анализа пîказывают 
также,  чтî  пîдключение сîпрîтивления уìень-
шает эффективную резîнансную частîту пье-
зîпластины. Влияние активнîй нагрузки на эф-
фективную резîнансную частîту ìиниìальнî,  
кîгда активная нагрузка вî  ìнîгî  раз ( 1)x   
превышает еìкîстный иìпеданс пьезîпластины. 
Наприìер,  при 100x =  величина 0 0( ) /n n nf f f−  
уìеньшится в 410  раз и влияние активнîй на-
грузки будет дîстатîчнî  ìалî. C увеличениеìC увеличениеì увеличениеì 
нîìера гарìîники n величина 0/ 1,n nf f →  напри-
ìер,  при 9n =  и 0x =  величина 0/ 0,998.n nf f =  
Влияние активнîгî  сîпрîтивления на эффектив-
ную частîту для пьезîкварца будет на пîрядîк 
ìеньше,  чеì для ниîбата лития,  из-за ìеньших 
значений .ξ

Рассìîтренный эффект был прîверен экспе-
риìентальнî. Электрический сигнал в иìпуль-
снîì ìетîде изìерения пîглîщения ультразвука 
пîдавался на вîзбуждаеìую пьезîпластину из 
ниîбата лития 36 y-среза,  акустический прîхî-
дил через линии задержки и жидкîсть ìежду 
ниìи. Затеì электрический иìпульс наблюдался 
на приеìнîй пьезîпластине. Ïри активнîй на-
грузке 1,2 кОì,  пîдключеннîй к приеìнîй пье-
зîпластине,  частîта приниìаеìîгî  сигнала была 
8,06 МÃц. Ïри пîдключении активнîй нагрузки 
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12 Оì частîта приниìаеìîгî  сигнала уìеньши-
лась дî  7,36 МÃц в пîлнîì сîгласии с теîрети-
чески îжидаеìыì результатîì.
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Òàáëèöà 11

x 0.1 0.2 0.3 0.5 0.8 1 1.2 1.5 2 5 10 20 50 100

Q 49 25 18 12 10 9.7 9.9 10 12 25 50 98 240 490

Òàáëèöà 2

x 0 0,2 0,3 0,5 0,8 1 1,2 2 3 10

0/n nf f 0,9 0,9 0,91 0,92 0,94 0,95 0,96 0,98 0,99 1

With help of solution of wave equation and piezoelectric equations  
obtain expression for acoustic impedance receiving piezoelectric plate,  

having electric load

V.S. Kononenko,  V.V. Savichev,  V.E. Tiranin

With help of  solution of  wave equation and piezoelectric equations obtain expression for acoustic impedance receiving 
piezoelectric plate,  having electric load. Resistive electric load have great influence on quality piezoelectric plate and 
diminish his frequency.
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