
Физика вîлнîвых прîцессîв и радиîтехнические систеìы

2010 г.  Том 13,  № 3

© О.И. Антипîв,  В.А. Неганîв,  2010

УДК 519.677

Ôðàêòàëüíûé àíàëèз íåëèíåéíûх ñèñòåì è ïîñòðîåíèå  

íà åãî îñíîâå ïðîãíîзèðóþùèх íåéðîííûх ñåòåé

О.И. Антипов,  В.А. Неганов

Ïîвîлжский гîсударственный университет телекîììуникаций и инфîрìатики 
443010,  Рîссия,  г. Ñаìара 

ул. Л. Тîлстîгî,  23

Ïîказан алгîритì предварительнîгî  фрактальнîгî  анализа хаîтических вреìенных рядîв для пîстрîения прîг-
нîзирующих нейрîнных сетей (ÏНÑ),  îснîванный на разрабîтаннîì ìетîде выявления вреìеннîгî  лага. Алгîритì 
был приìенен к вреìенныì выбîркаì из различных îбластей науки и техники: экîнîìики,  ìедицины и электрîники. 
Метîд îснîван на фрактальнîì анализе выхîднîгî  îднîìернîгî  сигнала,  пîступающегî  îт пîрîждающей систеìы,  
представленнîй в виде «чернîгî  ящика». Ïîследîвательнîсть анализа следующая: îпределение вреìеннîгî  лага 
ряда τ и егî  «фазîвîгî  сдвига» ,τϕ  фîрìирîвание вреìеннîгî  ряда,  вîсстанîвление с пîìîщью ìетîда задержек 
аттрактîра в псевдîфазîвîì прîстранстве и вычисление с пîìîщью ìетîда Ãрассбергера –  Ïрîкаччиа егî  ìакси-
ìальнîй разìернîсти влîжения Cm  и кîрреляциîннîй фрактальнîй разìернîсти .CD  Ïрîизвîдится рекîнструкции 
аттрактîра в псевдîфазîвîì прîстранстве пî  ìетîду Такенса. Далее стрîится ÏНÑ: выбирается ее структура и прин-
цип реализации. Обучение сетей прîвîдилîсь пî  градиентнîìу ìетîду Левенберга –  Марквардта. Ïредставлены 
результаты прîгнîзîв,  пîлученных с пîìîщью сети,  пîстрîеннîй на базе ìнîгîслîйнîгî  персептрîна (МÏ) с îдниì 
скрытыì слîеì.
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Ââåäåíèå

Ïри решении задач динаìическîгî  прîгнîза 
пîведения нелинейных систеì пîступают сле-
дующиì îбразîì. Ñистеìа,  пîрîждающая îд-
нîìерный сигнал ( ),x t  с егî  физикîй представ-
ляется в виде «чернîгî  ящика» с единственнîй 
егî  выхîднîй инфîрìацией в виде фракталь-
нîгî  сигнала ( )x t  (рис. 1). Ïри такîй пîстанîвке 
задачи систеìа считается нелинейнîй и в ней 
прîисхîдит детерìинирîванный хаîс. На первîì 
этапе îт сигнала ( )x t  перехîдят к фрактальнîìу 
вреìеннîìу ряду:

( ), ( ), ( 2 ), ..., ( ( 1) )x t x t x t x t m− τ − τ − − τ ,  (1)

где τ –  вреìенная задержка (вреìеннîй лаг) сиг-
нала;  m –  разìернîсть прîстранства влîжения. 
Ïри известных значениях параìетрîв τ и m îс-
нîвная задача предсказания пîведения систеìы 
свîдится к анализу фрактальнîгî  вреìеннîгî  
ряда (1). В нее вхîдят: вîсстанîвление аттрактî-
ра в псевдîфазîвîì прîстранстве и îпределение 
егî  фрактальнîй (в даннîì случае кîрреляци-
îннîй) разìернîсти и ìиниìальнîй разìернîсти 
прîстранства влîжения ,Cm  а пîсле пîстрîения 
ÏНÑ,  пî  результатаì ее ìîделирîвания,  îп-
ределение спектра пîказателей Ляпунîва и пî  

значенияì спектра вычисление энтрîпии и гî-
ризîнта предсказуеìîсти. В книге [1] сказанî,  
чтî  выбîр  таких параìетрîв,  как разìернîсть 
прîстранства влîжения m и вреìеннîй задерж-
ки ,τ  влияет на диагнîстику хаîтичнîсти,  уста-
нîвления урîвня шуìа,  на îценку энтрîпии,  
вреìя предсказуеìîсти и на верхний предел 
дîпустиìîй длины îкна рекîнструкции (эти две 
величины,  сîбственнî,  и сîставляют длину îкна 
рекîнструкции ( 1) ).mω = − τ

Наìи разрабîтан фрактальный ìетîд îпре-
деления вреìеннîй задержки τ для пîстрîения 
фрактальных вреìенных рядîв (1) в псевдîфа-
зîвîì прîстранстве. 

На данный ìîìент,  пî  нашеìу ìнению,  вî  
всех рабîтах,  пîсвященных фрактальнîìу ана-
лизу дискретнî-нелинейных систеì,  не пîдни-
ìался вîпрîс î  вреìени начала регистрации 
выхîднîгî  сигнала систеìы. Однакî  существует 
связь ìежду фазîвыì сдвигîì и началîì регис-
трации сигнала,  идущегî  îт систеìы. Ïîэтîìу 
îднîй из целей исследîваний в рабîте являлîсь 
изучение влияния так называеìîгî  «фазîвîгî  
сдвига» на различные фрактальные характерис-
тики сигнала. А также,  ìîжнî  ли фрактальны-
ìи ìераìи выявить вреìя срабатывания внут-
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реннегî  тактîвîгî  генератîра в хаîтическîì 
режиìе рабîты?  

Оснîвныìи фрактальныìи ìераìи в даннîй 
рабîте являлись ìетîд Ãрассбергера –  Ïрîкач-
чиа для вычисления кîрреляциîннîгî  интеграла 
и ìетîд нîрìирîваннîгî  разìаха Херста. Дîлж-
нîе вниìание уделяется ìетîду лîжных бли-
жайших сîседей (ЛБÑ). 

1. Ïîëíûé àëãîðèòì  
ïðåäâàðèòåëüíîãî ôðàêòàëüíîãî 

àíàëèзà âðåìåííûх ðÿäîâ

Алгîритì анализа вреìеннîгî  ряда ìîжнî  
îписать следующиì îбразîì.

1. Вначале пî пîказателю Херста îпределя-Вначале пî  пîказателю Херста îпределя-
ется тип фрактальнîй паìяти (хаîса) сигнала  

( )x t  систеìы. Ñледует пîìнить,  чтî  если для 
сигнала пîказатель Херста 0.5,H =  тî  îн пî-
рîжден чистî  случайныìи прîцессаìи. В этîì 
случае прîгнîз пîведения ряда îсуществить  
нельзя.

2. Определение вреìеннîй задержкиОпределение вреìеннîй задержки τ и «фа-
зîвîгî  сдвига» сигнала анализируеìîй систеìы.

3. Ïîлучение вìестî îднîìернîгî сигналаÏîлучение вìестî  îднîìернîгî  сигнала ( )x t  
ìнîгîìернîгî  вектîра в m-ìернîì прîстранст-
ве ( ) ( ( ),x t x t=



 ( ),x t − τ  ( 2 ),x t − τ  ..., ( ( 1) ),x t m− − τ  
т. е. псевдîфазîвîй рекîнструкции сигнала ( )x t  
[5],  для различных значений разìернîстей прîст-
ранства влîжения m.

4. Вîсстанîвление хаîтическîгî аттрактîраВîсстанîвление хаîтическîгî  аттрактîра 
систеìы как кîìпактнîгî  пîдìнîжества тîчек,  
к кîтîрîìу асиìптîтически притягиваются тра-
ектîрии эвîлюции всех тîчек в îкрестнîсти фа-
зîвîгî  прîстранства,  пî  пîлученныì значени-
яì вреìеннîй задержки τ и «фазîвîгî  сдвига». 
Если в рассìатриваеìîй дискретнî-нелинейнîй 
систеìе ìîжнî  выявить какую-либî  периîдич-
нîсть,  как,  наприìер,  в рабîте [6],  вîзìîжнî  
вîсстанîвить аттрактîр. Ïриведенный в выше-
упîìянутîй рабîте генератîр  îтнîсится к клас-
су устрîйств,  îбладающих хîрîшей визуальнîй 
периîдичнîстью,  в îтличие îт рассìатриваеìых 
в рабîте систеì.

5. Определение фрактальнîй разìернîсти пî-Определение фрактальнîй разìернîсти пî-
лученнîгî  аттрактîра и ìиниìальнîй разìер-
нîсти прîстранства егî  влîжения .Cm

2. Èññëåäóåìûå â ðàáîòå ñèãíàëû è èх 
ïðåäâàðèòåëüíûé ôðàêòàëüíûé àíàëèз

Исследуеìые в рабîте сигналы были взяты из 
различных îбластей науки и техники. В частнîс-
ти,  из îбласти экîнîìики,  ìедицины и электрî-
ники. В качестве исследуеìîгî  вреìеннîгî  ряда 
из îбласти экîнîìики бралîсь ежеìинутнîе  
îтнîшение Euro/USD (Euro/USD (/USD (USD ( (€/$) за периîд с 29.03.2004 г. г.г. 
пî  30.12.2008 г., тî есть практически за пять г., тî есть практически за пятьг.,  тî  есть практически за пять 
лет. Кîличествî  ìинут в сутках приìернî  сîв-
падает с кîличествîì пîлнîценных рабîчих су-
тîк за 5 лет,  исключая праздничные и выхîдные 
дни. На рис. 2 представлены значения îтнîшений 
курса еврî  к дîллару за 5 лет (d-пîрядкîвый 
нîìер  рабîчегî  дня с начала регистрации) и за 
îдни сутки (m-пîрядкîвый нîìер  ìинуты с на-
чала рабîчих сутîк) Такиì îбразîì,  îднîй из 
задач анализа,  являлась задача выявления сте-
пени кîрреляции ìежду различныìи фракталь-
ныìи значенияìи ежедневных и ежеìинутных 
кîлебаний îтнîшения €/$.

Одниì из направлений исследîваний в îблас-
ти ìедицины для автîрîв явилîсь исследîвание 
электрîгастрîэнтерîграфическîгî  (ЭÃЭÃ) сигна-
ла,  кîтîрый представляет сîбîй биîэлектричес-
кую активнîсть желудка,  двенадцатиперстнîй 
кишки и других îтделîв желудîчнî-кишечнîгî  
тракта. Исследуеìый в даннîй рабîте ЭÃЭÃ-сиг-
нал пîказан на рис. 3,  а и представляет сîбîй 
дискретный эквидистантный вреìеннîй ряд [4]. 
Здесь пî  îси абсцисс îтлîжены нîìера îтсче-
тîв,  а пî  îси îрдинат –  значения напряжения 
ЭÃЭÃ-сигнала в ìикрîвîльтах. На рис. 3,  б пред-
ставлен спектр  Фурье,  кîтîрый пî  внешнеìу 
виду и пî  предпîлагаеìîй аппрîксиìирующей 
функции аìплитуды пîзвîляет классифицирî-
вать исследуеìый сигнал как «кîричневый шуì». 
На рис. 3,  в пîказан спектр  ìîщнîсти,  кîтîрый 
также характерен для сигналîв,  классифици-
руеìых как «кîричневый шуì» [13],  пîскîль-
ку распределение гарìîник пî  частîтаì ìîжет 
быть аппрîксиìирîванî  степеннîй функцией,  
прîпîрциîнальнîй 1/f..

В качестве анализируеìых дискретнî-нели-
нейных систеì были выбраны иìпульсные ста-
билизатîры напряжения (ИÑН) различных ти-
пîв,  рабîтающих в хаîтическîì режиìе. Мате-

Ðèñ. 1. Ïредставление пîрîждающей систеìы в виде «чер-
нîгî  ящика»
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ìатические ìîдели данных систеì и их рабîта в 
хаîтическîì режиìе наибîлее пîдрîбнî  îписа-
ны в [9]. Дîстîинствîì данных систеì является 
тî,  чтî  параìетры дискретизации залîжены в 
их структуру,  тî  есть являются естественны-
ìи. Ïереключение сîстîяний различных ИÑН 
тактируется внутренниì генератîрîì с фикси-
рîваннîй частîтîй,  пîэтîìу решается задача 
«чернîгî  ящика» с априîри известныì резуль-
татîì,  т. е. так называеìая задача «прîзрачнîгî  
ящика». Однакî  в хаîтичнîì режиìе рабîты у 
некîтîрых стабилизатîрîв переключение в ìî-
ìент пîдачи тактîвых иìпульсîв не является 
îбязательныì. В частнîсти,  этî  ИÑН пîнижа-
ющегî  типа,  у кîтîрых аìплитудный урîвень 
фрактальнîгî  шуìа в спектре ìîщнîсти будет 
значительнî  превышать аìплитуду гарìîники,  

вызваннîй тактîвыì генератîрîì. На рис. 4,  а 
представлена вреìенная нîрìирîванная вы-
бîрка сигнала выхîднîгî  напряжения ИÑН на 
небîльшîì участке устанîвившегîся режиìа,  
сîîтветствующегî  16 периîдаì тактîвîгî  гене-
ратîра. Здесь же,  на рис. 4,  б,  в,  представле-
ны спектр  Фурье и спектр  ìîщнîсти выбîрки 
даннîгî  сигнала,  сîîтветствующегî  1 секунде  
реальнîгî  вреìени рабîты ИÑН. На пîлученных 
спектрах ìîжнî  видеть îснîвные и кратные час-
тîты тактîвîгî  генератîра. Однакî  для ìнîгих 
дискретнî-нелинейных систеì,  пîдîбных пîни-
жающеìу ИÑН,  частîта тактîвîгî  генератîра 
не является дîìинирующей.

Далее,  для всех исследуеìых сигналîв,  пî  пî-
лученнîìу значению пîказателя Херста H сде-
лан вывîд î  тîì,  чтî  все исследуеìые в рабîте 

Ðèñ. 2. Значения îтнîшений курса еврî  к дîллару за 5 лет (средние значения за каждые рабîчие сутки с 29.03.2004 г. пî  
30.12.2008 г.) (а) и за îдни сутки (18.05.2008 г.) (б)

Ðèñ. 3. Исследуеìый ЭÃЭÃ сигнал (а),  фрагìент спектра Фурье для этîгî  сигнала (б) и егî  спектр  ìîщнîсти (в)

Ðèñ. 4. Ñигнал нîрìирîваннîгî  напряжения ( )u n  для ИÑН в виде дискретных вреìенных îтсчетîв сîîтветствующих 16-ти 
периîдаì устанîвившегîся сîстîяния (а),  фрагìент спектра Фурье для этîгî  сигнала (б) и егî  спектр  ìîщнîсти (в)
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сигналы îбладают фрактальнîстью и не являют-
ся чистî  случайныìи прîцессаìи. Ñледîвательнî,  
кî  всеì сигналаì приìениìы фрактальные ìе-
тîды с целью выявления îптиìальнîй кîнфигу-
рации предсказывающих систеì. 

3. Ôðàêòàëüíûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ 
âðåìåííîãî ëàãà τ  äèñêðåòíî-

íåëèíåéíûх ñèñòåì

Вначале на îснîвании сîîтветствующих рас-
счетîв был сделан вывîд î  неприìениìîсти 
ранее приìеняеìых ìетîдîв (ìетîд автîкîрре-
ляциîннîй функции,  ìетîд взаиìнîй инфîрìа-
ции,  ìетîд,  îснîванный на вычислении спектра 
ìîщнîсти) для анализа исследуеìых вреìенных 
рядîв для îпределения .τ  Одниì из îснîвных 
ìîìентîв,  пî  кîтîрыì ìîжнî  гîвîрить î  непри-
ìениìîсти этих ìетîдîв,  явилась сильная зави-
сиìîсть τ îт длины исследуеìîгî  ряда в каждîì 
кîнкретнîì случае. В связи с этиì îбстîятель-
ствîì наìи был предлîжен сîбственный фрак-
тальный ìетîд выявления .τ

Метîд îпределения вреìеннîгî  лага τ нели-
нейных систеì,  предлагаеìый наìи,  îснîван 
на вычислении зависиìîсти кîрреляциîннîгî  
интеграла ( , )Ce Nε  îт .ε  Дîстатîчнî  прîизвести 
расчеты тîлькî  для двуìернîгî  случая,  т. е. 

2.m =  Этî  существеннî  сîкращает вреìя рас-
четîв,  и пîзвîляет автîìатизирîвать прîцеду-
ру,  исключив визуальный ìетîд выделения ли-
нейнîгî  участка. В даннîì случае впîлне дîста-
тîчнî  пîлучить нескîлькî  зависиìîстей ( , )Ce Nε  
îт ε в двîйнîì лîгарифìическîì ìасштабе для 
различных значений τ и пî  ниì îценить грани-
цы линейнîгî  участка. Ïîсле этîгî  прîцедура 
автîìатизируется и прîизвîдится вычисление 
наклîна линейных участкîв,  кîтîрые îбîзначиì 
как 0( / ).Ce τ τ

Ïриìер,  пîказывающий, как рабîтает данный 
ìетîд, удîбнî  прîизвести на любîй хîрîшî  
исследîваннîй автîраìи ìîдели дискретнî-не-
линейнîй систеìы,  рабîтающей в хаîтическîì 
режиìе. В частнîсти,  на рис. 5 приведены ре-
зультаты приìенения даннîгî  ìетîда к ИÑН,  
рабîтающеìу в хаîтическîì режиìе. Для удîбст-
ва расчетîв шаг дискретизации t∆  исследуе-
ìых сигналîв был выбран такиì îбразîì,  чтîбы 
îднîìу периîду рабîты внутреннегî  тактîвîгî  
генератîра любîй исследуеìîй дискретнî-нели-
нейнîй систеìы сîîтветствîвалî  рîвнî  100 иì-
пульсîв,  т. е. значение «эталîннîгî» τ былî  бы 

0 100,τ = τ =  вне зависиìîсти îт частîты рабîты 
внутренних тактîвых генератîрîв. Из рис. 5 вид-
нî,  чтî  искîìîìу значению τ сîîтветствует аб-
сîлютный ìиниìуì зависиìîсти 0( / ).Ce τ τ  Дан-
ный анализ пîказал,  чтî  картина экстреìуìîв 
îт выбîра «фазîвîгî  сдвига» не зависит,  пîэтîìу 
вычисления 0( / )Ce τ τ  для каждîгî  лага τ ìîжнî  
прîвîдить тîлькî  îдин раз при любîì значении 

.ϕ  Этî  пîзвîлит существеннî  сîкратить вреìя 
расчетîв и пîлучить дîстатîчнî  быстрый ìетîд 
îценки τ для дискретнî-нелинейных систеì.

Вреìеннîй лаг τ ìîжет также быть îпределен 
с пîìîщью ìетîда ЛБÑ. Как уже упîìиналîсь 
выше,  пîлученнîе с пîìîщью ìетîда ЛБÑ зна-
чение разìернîсти прîстранства влîжения Cm  
не зависит ни îт лага ,τ  ни теì бîлее îт «фазî-
вîгî  сдвига». Однакî  в хîде численнîгî  экспе-
риìента былî  выявленî,  чтî  для разìернîсти 
прîстранства влîжения 2m =  îтнîшение числа 
ближайших лîжных сîседей к длине выбîрки 

/P N при перехîде в прîстранствî  3m =  су-
щественнî  зависит îт величины взятîгî  лага .τ   

Ðèñ. 5. Зависиìîсти ìиниìальнîгî,  ìаксиìальнîгî  и средне-
гî  значений кîрреляциîннîгî  интеграла Ce при различных 
значениях 0/τ τ  для вреìеннîгî  ряда,  сîîтветствующегî  
ИÑН

Ðèñ. 6. Значения îтнîшений ЛБÑ к длине ряда /P N для 
прîстранства влîжения 2m =  в виде зависиìîстей îт 0/τ τ  
для вреìеннîгî  ряда,  сîîтветствующегî  ИÑН

ФРАКТАЛьНый АНАЛИЗ НЕЛИНЕйНыХ ÑИÑТЕМ И ÏОÑТРОЕНИЕ ...



58 ФВÏиРТÑ,  2010

Ïîэтîìу былî  прîведенî  исследîвание зави-
сиìîсти 2/ mP N =  как функции нîрìирîваннî-
гî  лага 0/ .τ τ  Результаты расчетîв пî  даннî-
ìу ìетîду для тîгî  же саìîгî  ИÑН приведены 
на рис. 6,  из кîтîрîгî  следует,  чтî  îптиìаль-
ный лаг сîîтветствует экстреìуìу зависиìîсти 

2/ .mP N =  Ïри испîльзîвании ìетîда ЛБÑ не 
требуется прîизвîдить расчеты при разных фа-
зîвых сдвигах,  а также îтпадает неîбхîдиìîсть 
выявлять границы линейных участкîв и прîиз-
вîдить кîнтрîль над приìениìîстью ìетîда. Та-
киì îбразîì,  при перехîде îт прîстранства влî-
жения 2m =  к прîстранству 3m =  ìетîд ЛБÑ 
удîбнî  испîльзîвать для автîìатизирîваннîгî  
выявления вреìеннîгî  лага .τ  Ïри этîì нет не-
îбхîдиìîсти îпределять величину разìернîсти 
прîстранства влîжения m ,  а дîстатîчнî  îпре-
делить кîличествî  лîжных ближайших сîседей 
при перехîде из псевдîфазîвîгî  прîстранства 

2m =  в псевдîфазîвîе прîстранствî  3.m =  Ми-

ниìальнîе значение îтнîшения 2/ mP N =  будет 
сîîтветствîвать искîìîìу лагу .τ

Ïîсле îпределения îптиìальнîгî  вреìеннîгî  
лага неîбхîдиìî  îпределить «фазîвый сдвиг». 
Для чегî  приìенялась прîцедура вычисления 
пîказателя Херста к вреìенныì выбîркаì ис-
следуеìîй систеìы,  нî  для îптиìальнîгî  зна-
чения вреìеннîгî  лага 0 100τ = τ =  при варьирî-
вании значения «фазîвîгî  сдвига» .ϕ  Значение ϕ 
привîдится на рис. 7 в градусах,  îднакî  следует 
иìеть в виду,  чтî  реальный фазîвый сдвиг –   
этî  целîе числî,  значение кîтîрîгî  лежит в 
пределах îт 0 дî  .τ  В даннîì случае 0 100,τ = τ =  
пîэтîìу сìещение начала îтсчета выбîрки îт 
начала исследуеìîгî  ряда на 50 îтсчетîв будет 
сîîтветствîвать 180 ,ϕ = °  на 25 îтсчетîв –  90ϕ = ° 
и т. д.

На îснîвании анализа результатîв приìене-
ния даннîй ìетîдики к различныì дискретнî-
нелинейныì систеìаì был сделан вывîд: îпти-
ìальный «фазîвый сдвиг» ϕ сîîтветствует на-
ибîльшеìу значению пîказателя Херста H.

4. Îïðåäåëåíèå ôðàêòàëüíîé 
ðàзìåðíîñòè ïîëó÷åííîãî àòòðàêòîðà 

è ìèíèìàëüíîé ðàзìåðíîñòè 
ïðîñòðàíñòâà åãî âëîæåíèÿ

Ïî  теîреìе Такенса [20] пî  îднîй переìен-
нîй сигнала ( )x t  кîнструируется прîстранствî  
влîжения (псевдîфазîвîе прîстранствî) и пî  
ìетîду Ãрассбергера –  Ïрîкаччиа îпределя-
ется кîрреляциîнная разìернîсть ( )C CD m  и 
сîîтветствующая ей ìиниìальная разìернîсть 
прîстранства влîжения .Cm  Ниже приведены 
некîтîрые результаты,  пîлученные в хîде при-
ìенения даннîгî  анализа кî  всеì исследуеìыì 
систеìаì.

Ðèñ. 7. Зависиìîсти значений пîказателя Херста H îт «фа-
зîвîгî  сдвига» ,ϕ  в пîлярнîй систеìе кîîрдинат,  при 0τ = τ  
для вреìеннîгî  ряда,  сîîтветствующегî  ИÑН

Ðèñ. 8. Зависиìîсти кîрреляциîннîгî  интеграла îт ε при разных m в двîйнîì лîгарифìическîì ìасштабе (а) и зависи-
ìîсть кîрреляциîннîй разìернîсти îт разìернîсти прîстранства влîжения (б) для ряда ежедневных значений за периîд с 
29.03.2004 г. пî  30.12.2008 г.
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Ðèñ. 9. Зависиìîсти кîрреляциîннîгî  интеграла îт ε при разных m в двîйнîì лîгарифìическîì ìасштабе (а) и зависиìîсть 
кîрреляциîннîй разìернîсти îт разìернîсти прîстранства влîжения (б) для ряда ежеìинутных значений за 18.05.2008 г.

Ðèñ. 10. Зависиìîсти кîрреляциîннîгî  интеграла Ce îт разìера элеìентарных ячеек ε для различных значений разìернîс-
тей прîстранств влîжения m (а) и зависиìîсть фрактальнîй разìернîсти CD  îт разìернîсти прîстранства влîжения m (б) 
для выбîрки исследуеìîгî  сигнала при значении вреìеннîгî  лага 28τ =

Ðèñ. 11. Зависиìîсти кîрреляциîннîгî  интеграла Ce îт разìера элеìентарных ячеек ε для различных значений прîстранств 
влîжения Cm  (а) и зависиìîсть фрактальнîй разìернîсти CD  îт разìернîсти прîстранства влîжения Cm  (б) для 0 100τ = τ =  
и 0ϕ = ° вреìеннîгî  ряда ИÑН

На рис. 8 и 9 приведены результаты вычис-
ления кîрреляциîннîй разìернîсти пî  ìетîду 
Ãрассбергера –  Ïрîкаччиа для ежедневных и 
для ежеìинутных курсîв îтнîшения €/$. От-
сутствие насыщения графика ( )CD m  на рис. 9,  б 
гîвîрит î  тîì, чтî  сигнал внутридневнîгî  курса 
îтнîшения €/$ слишкîì стîхастичен для даль-
нейшегî  егî  анализирîвания и теì бîлее егî   

прîгнîзирîвания. Ïîдîбные результаты были 
пîлучены для всех внутридневных курсîв îт-
нîшения €/$. Однакî  данные,  представленные 
на рис. 8,  пîсле сîîтветствующих îценîк (в час-
тнîсти îценки Экìана-Рюэля) пîзвîляют гîвî-
рить î  фрактальнîй прирîде ежедневных îтнî-
шений €/$ и,  сîîтветственнî,  î  вîзìîжнîсти 
егî  дальнейшегî  прîгнîзирîвания.
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На рис. 10 представлены результаты приìене-
ния фрактальнîгî  анализа к ЭÃЭÃ-сигналу. На 
графике зависиìîсти ( )CD m  наблюдается тîчка 
насыщения 19,Cm m= =  кîтîрая свидетельст-
вует î  тîì,  чтî  данная систеìа îбладает степе-
нью свîбîды не бîлее 19.

На рис. 11 пîказаны результаты приìенения 
для вреìеннîгî  ряда,  сîîтветствующегî  ИÑН.

Такиì îбразîì,  значение вреìеннîгî  лага τ 
существеннî  влияет на фрактальные характе-
ристики дискретнî-нелинейнîй систеìы. Значе-
ние «фазîвîгî  сдвига» ϕ также îказывает вли-
яние на величину кîрреляциîннîй разìернîсти 

,CD  нî  îнî  гîраздî  слабее.

5. Ïîñòðîåíèå ïðåäñêàзûâàþùèх 
íåéðîííûх ñåòåé (ÏÍÑ) íà 

îñíîâå ôðàêòàëüíîãî àíàëèзà 
ïðåäñêàзûâàåìûх âðåìåííûх ðÿäîâ

Для задачи предсказания фрактальных рядîв 
испîльзîвались пîстрîенные автîраìи прîгнî-
зирующие нейрîнные сети. Ïредлагается пîст-
рîить бîльшîе числî  нейрîнных сетей с различ-
ныì кîличествîì параìетрîв,  а затеì выбрать 
из них лучшую. Отсутствие научнîгî  пîдхîда 
здесь îчевиднî. Ñуществуют некîтîрые îценки 
различных параìетрîв,  нî,  как будет пîказанî  
ниже,  îни предлагают настîлькî  ширîкий диа-
пазîн,  чтî  практически беспîлезны. Лишь в ра-
бîтах [25–27] даны кîнкретные рекîìендации пî  
решению данных прîблеì,  îснîванные на пред-
варительнîì фрактальнîì анализе. Ниже пîка-
зана жизнеспîсîбнîсть данных рекîìендаций 
приìенительнî  к рассìатриваеìыì систеìаì.

Выбор структуры ПНС. Ïервыì этапîì не-
îбхîдиìî  выбрать структуру нейрîннîй сети,  
кîтîрая будет решать задачи прîгнîзирîвания. 
Ïîскîльку в даннîì случае на выхîде наì  
дîстатîчнî  îднîìернîгî  îтклика в виде прîдîл-
жения прîгнîзируеìîгî  ряда,  тî  неîбхîдиìа 
архитектура ÏНÑ с вреìеннîй задержкîй [28]. 
Данная структура пîзвîляет в себе реализî-
вать ìетîд задержек и,  такиì îбразîì,  пîлу-
чая тîлькî  îднîìерный сигнал на свîеì вхîде,  
превратить егî  в рекîнструирîванный набîр  
ìнîгîìерных вектîрîв,  как пîказанî  на рис. 12. 
Здесь пîд нîìерîì 1 îбîзначен блîк реализации 
ìетîда задержек,  пîзвîляющий из îднîìернîгî  
сигнала пîлучить ìнîгîìерный вектîр,  как тîгî  
требует ìетîд Такенса [1,  4],  а пîд нîìерîì 2 –   
саìа ÏНÑ. Тîгда разìернîсть вхîднîгî  вектî-

ра будет сîîтветствîвать кîличеству вхîдных 
элеìентîв ÏНÑ и,  сîîтветственнî,  кîличеству 
весîвых кîэффициентîв каждîгî  из нейрîнîв 
скрытîгî  слîя 1.n

Далее была выбрана структура саìîй ÏНÑ.  
Ñîгласнî  следствияì из теîреìы Кîлìîгîрîва –   
Арнîльда –  Хехт –  Нильсена [29],  теîретичес-
ки îбîснîваннîй является структура предсказы-
вающей НÑ,  пîстрîенная на базе ìнîгîслîйнîгî  
персептрîна (МÏ) с îдниì скрытыì слîеì. Ре-
ализация даннîй структуры ÏНÑ с вреìеннîй 
задержкîй в упрîщеннîì виде будет выглядеть 
такиì îбразîì,  как этî  пîказанî  на рис. 13. Об-
щий вид такîй структуры –  на рис. 13,  б,  где 
через ix  îбîзначены кîìпîненты вхîднîгî  век-
тîра, пîдаваеìые на сîîтветствующие вхîды;   

iH  –  нейрîны скрытîгî  слîя;  O –  выхîднîй 
нейрîн;  y –  выхîднîй прîгнîзируеìый сигнал;  

1n  –  кîличествî  элеìентîв вхîднîгî  слîя и 2n  –   
кîличествî  нейрîнîв скрытîгî  слîя.

Обучение полученных сетей. В даннîй рабîте 
приìенялся градиентный ìетîд Левенберга –   
Марквардта [31]. Ïри этîì исхîдный ряд был пî-
делен на 3 части. Ïервая часть испîльзîвалась 
в прîцессе îбучения,  втîрая –  для крîсс-прî-
верки [33] вî  вреìя îбучения и третья для неза-
висиìîгî  тестирîвания уже îбученных сетей на 
предìет дîстîвернîсти и длительнîсти прîгнîза. 
Все сети îбучались пîìнîгу раз,  и наилучшие 
результаты испîльзîвались для прîгнîзирîва-
ния. В качестве приìера,  на рис. 14,  сîвìест-
нî  с îригинальныìи пîследîвательнîстяìи для 
ИÑН,  приведены прîгнîзы,  пîлученные îт сети 
МÏ 14:14:1 для тестîвîгî  ряда,  испîльзуеìîгî  
при крîсс-прîверке в прîцессе îбучения,  и не-
зависиìîгî  тестîвîгî  ряда,  кîтîрый не участвî-
вал в прîцессе îбучения. 

Восстановление аттракторов. На наш взгляд,  
бîлее îбъективнîй îценкîй дîстîвернîсти пîлу-
ченнîй ÏНÑ является спîсîбнîсть даннîй систе-

Ðèñ. 12. Ñтруктура ÏНÑ с вреìеннîй задержкîй: 1 –  реали-
зация вреìеннîй задержки (так называеìая разветвленная 
линия задержки);  2 –  ÏНÑ
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ìы к вîсстанîвлению аттрактîра в фазîвîì прî-
странстве. Как написанî  в [31],  качествî  ìîдели 
вî  ìнîгîì îпределяется ее спîсîбнîстью к îбîб-
щению. Если систеìа спîсîбна давать длитель-
ный прîгнîз,  пусть и îтличающийся îт îриги-
нальнîй пîследîвательнîсти,  нî  затî  уклады-

вающийся в раìки существующей нîрìирîвки,  
тî  ÏНÑ превращается в ìатеìатическую ìîдель 
прîгнîзируеìîй систеìы. В свîю îчередь,  дîстî-
верная ìîдель пîзвîляет вîсстанîвить аттрак-
тîр  в псевдîфазîвîì прîстранстве [25–27]. Ис-
следуя пîлученный аттрактîр,  ìîжнî  прîвести 

Ðèñ. 13. Ïринцип реализации вреìеннîй задержки для ÏНÑ (в даннîì случае ÏНÑ –  ìнîгîслîйный персептрîн пряìîгî  
распрîстранения)

Ðèñ. 14. Ïриìеры прîгнîзирîвания ИÑН с пîìîщью ÏНÑ МÏ 14:14:1 для тестîвîгî  ряда,  испîльзуеìîгî  при крîсс-прîверке 
(а) и независиìîгî  тестîвîгî  ряда (б),  кîтîрый не испîльзîвался в прîцессе îбучения (сплîшная линия –  пîказана îриги-
нальная пîследîвательнîсть исхîднîгî  ряда,  пунктирная линия –  ее прîгнîз)

Ðèñ. 15. Внешний вид аттрактîрîв для îригинальнîй пîследîвательнîсти ИÑН (а) и нейрîнных сетей МÏ 14:14:1 (б),  
МÏ 20:20:1 (в),  МÏ 18:14 (г)
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дîпîлнительнîе исследîвание предсказываеìîгî  

ряда,  наприìер,  для пîлучения фрактальных и 

ìультифрактальных характеристик. Этî  свîйст-

вî  является пîлезныì,  кîгда иìееì делî  с ря-

дîì,  длина кîтîрîгî  является дîстатîчнîй для 

прîгнîстических целей,  нî  слишкîì ìалîй для 

пîстрîения аттрактîра. Далее пîлученная та-

киì îбразîì ìатеìатическая ìîдель пîзвîляет 

рассчитать пîказатели Ляпунîва,  на îснîвании 

кîтîрых высчитывается энтрîпия [2]. Ïî  даннî-

ìу значению энтрîпии ìîжнî  пîлучить зависи-

ìîсть гîризîнта прîгнîзирîвания îт начальнîй 

îшибки [4]. Расчет пîказателей Ляпунîва для 

дискретнî-нелинейных систеì будет предìетîì 

пîследующей публикации.

В прîцессе пîстрîения ÏНÑ были сделаны 

следующие вывîды.

1. Кîличествî нейрîнîв скрытîгî слîя дîлжнî  

быть бîльше или равнî  разìернîсти прîстранс-

тва влîжения ,Cm  в кîтîрîе ìîжнî  пîлнîстью 

вписать аттрактîр  из иìеющегîся ряда. Однакî  

дальнейшее увеличение числа нейрîнîв ухудша-

ет îбîбщающие спîсîбнîсти сети, и,  несìîтря на 

ìалую îшибку, пîлученные аттрактîры систеìы 

значительнî  ìенее качественны. 

2. Увеличение числа вхîдных элеìентîв при 

неизìеннîì кîличестве нейрîнîв скрытîгî  слîя 

не привîдит к улучшению тîчнîсти предсказа-

ния. Этî  ìîжнî  îбъяснить теìи сîîбражения-

ìи,  чтî  увеличение ширины îкна прîгнîзирî-

вания перегружает ÏНÑ,  чтî  пîдтверждает ут-

верждение: «Увеличение числа вхîдîв привîдит 

к уìеньшению тîчнîсти предсказания» [32]. 

Çàêëþ÷åíèå

На îснîве предварительнîгî фрактальнîгî   

анализа îднîìерных вреìенных выбîрîк îт 

различных нелинейных систеì,  кîтîрые были 

представлены в виде «чернîгî  ящика»,  были 

пîстрîены аттрактîры в (псевдî)фазîвîì m-

ìернîì прîстранстве влîжения и îпределена 

их разìернîсть. Автîраìи был разрабîтан ал-

гîритì îпределения вреìеннîгî  лага ,τ  кîтîрый 

сîîтветствует либî  экстреìуìу кîрреляциîн-

нîгî  интеграла,  либî  îпределяется с пîìîщью 

ìîдифицирîваннîгî  ìетîда ЛБÑ,  и был предлî-

жен пîлный ìîдифицирîванный алгîритì пред-

варительнîгî  фрактальнîгî  анализа вреìенных 

рядîв с пîследующиì пîстрîениеì ÏНÑ,  îснî-

ванныì на результатах этîгî  анализа.

Алгîритì для дискретнî-нелинейных систеì 

был îбîбщен на случай чистî  нелинейных сис-

теì и приìенен к пîстрîению ÏНÑ для пîлуче-

ния прîгнîзîв для ЭÃЭÃ сигнала (электрический 

сигнал вырабатываеìый систеìîй желудîчнî-

кишечнîгî  тракта челîвека) и пîведения курса 

îтнîшения валют еврî  к дîллару.
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Fractal analysis of nonlinear systems and the construction  
of its basis of predictive neural networks

O.I. Antipov, V.A. Neganov

The algorithm pre-fractal analysis of  chaotic time series for the construction of  predictive neural networks (PNN),  
based on the method developed to identify the time lag. The algorithm was applied to the temporal samples from different 
areas of  science and technology: economics,  medicine and electronics. The method is based on fractal analysis of  one-
dimensional output signal coming from the generating system provided in the form of  “black box”. Sequence analysis of  
the following: definition of  the time lag of  a number τ and its “phase shift” ,τϕ  forming a time series,  the restoration 
by the method of  delays attractor in the space and the calculation using the method of  Grassberger –  Procaccia its 
maximum embedding dimension Cm  and the correlation fractal dimension .CD  Made in the reconstruction of  the attrac-
tor space by the method of  Takens. Next crating PNN: selects its structure and principle of  implementation. Education 
networks held by the gradient method Levenberg –  Marquardt. The results of  predictions obtained from a network built 
on the basis of  multilayer perceptron with one hidden layer. 

Keywords: fractal analysis,  time series,  the lag time,  predictive neural network training Levenberg –  Marquardt 
method.

ФРАКТАЛьНый АНАЛИЗ НЕЛИНЕйНыХ ÑИÑТЕМ И ÏОÑТРОЕНИЕ ...


