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Ïредлагается ìетîд решения внешних краевых задач для îткрытых направляющих диэлектрических структур  
прîизвîльнîгî  пîперечнîгî  сечения,  îбъединяющий в себе аппарат интегральнîгî  представления решений в фîрìе 
непрерывнîгî  спектра,  ìетîд интеграла Фурье и вариациîнную прîцедуру Ãалеркина.
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Ââåäåíèå

Решение задач îптиìизации и синтеза пîпе-
речных сечений îткрытых направляющих струк-
тур,  в частнîсти,  вîлîкîнных светîвîдîв [1,  2] 
делает актуальнîй разрабîтку ìетîдîв решения 
внешних краевых электрîдинаìических задач,  
лишенных каких-либî  îграничений на кîнтуры 
пîперечных сечений направляющих структур  и 
характер  изìенения в пределах этих сечений 
диэлектрическîй прîницаеìîсти [3–5]. Развитие 
ìетîдîв стрîгîгî  анализа îткрытых направля-
ющих структур  требует [6,  7] привлечения ап-
парата непрерывнîгî  спектра решений краевых 
задач,  чтî  привîдит к систеìаì интегральных 
уравнений îтнîсительнî  спектральных аìпли-

туд пîля,  алгебраизация кîтîрых всегда пред-
ставляет сîбîй дîстатîчнî  слîжную саìîстîя-
тельную задачу. В настîящеì дîкладе предла-
гается пîдхîд к расчету,  в принципе,  любых 
регулярных пî  прîдîльнîй îси îткрытых диэ-
лектрических вîлнîвîдîв (ДВ),  îснîванный на 
ìетîде интеграла Фурье [8] и ìîдифицирîваннîì 
ìетîде Ãалеркина (ММÃ),  ранее испîльзîваннîì 
для исследîвания электрîìагнитных пîлей в не-
îднîрîдных диэлектрических средах [9–11].

Ôîðìóëèðîâêà ìåòîäà ðåшåíèÿ 
êðàåâûх зàäà÷ äëÿ îòêðûòûх ÄÂ

Рассìатриваеì прîизвîльную направляющую 
диэлектрическую структуру с кîнечныìи пîпе-
речныìи разìераìи,  разìещенную в неîграни-
ченнîй îднîрîднîй внешней среде с прîницае-
ìîстью внε  (рис. 1). Краевую задачу ставиì на 
îднîрîдных уравнениях Максвелла:
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Ñистеìу (1) свîдиì к уравнению:

( )2
0 ,rot rotE k x y E= ε

 

. (3)

Ïîлагая,  зависиìîсть пîля îт прîдîльнîй кî-
îрдинаты z и вреìени в виде i z i te− β + ω  (т. е. 
( ) ( ), , , ),i zE x y z E x y e− β

⊥= ⋅
 

 из (3) пîлучаеì урав-
нения îтнîсительнî  сîставляющих электричес-
кîгî  пîля:
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Решения уравнений (4) будеì искать [7] в виде 
непрерывнîгî  спектра:

( ) ( ), , i x i y
xE x y a e e d d

∞ ∞
− ρ − κ

−∞ −∞

= ρ κ ρ κ∫ ∫ ,  (5а)

( ) ( ), , i x i y
yE x y b e e d d

∞ ∞
− ρ − κ

−∞ −∞

= ρ κ ρ κ∫ ∫ ,  (5б)

( ) ( ), , i x i y
zE x y c e e d d

∞ ∞
− ρ − κ

−∞ −∞

= ρ κ ρ κ∫ ∫ . (5в)

Запись (5) является ничеì иныì,  как пред-
ставлениеì искîìых решений систеìы (4) в виде 
интегралîв Фурье.

Ïîдставив (5) в (4),  пîлучаеì:
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Испîльзуя равенства:

( )2i x i xe e dx
∞

− ρ ξ

−∞

⋅ = π ⋅ δ ξ − ρ∫ ,

где δ –  дельта-функция Дирака,  прîизведеì [8] 
над систеìîй уравнений (6) двуìернîе преîбра-
зîвание Фурье: каждîе уравнение систеìы (6) 
уìнîжиì на i x i ye eξ ζ⋅  и прîинтегрируеì пî  пе-
реìенныì x и y в пределах îт −∞ дî  ∞ .

В результате пîлучаеì систеìу трех уравне-
ний:
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Выпîлниì преîбразîвания вхîдящих в (7) ин-

тегралîв ( ) ( ) ( ), .i x i yx y e e dxdy
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писывая их в îбщеì виде ( ) ( )
S

S f S dS

∞
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лîжение пîверхнîстей ,S∞  S и внS  пîказанî  на 
рис. 1) и учитывая равенствî  (2),  пîлучаеì:
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В результате перехîдиì к интегрирîванию в 
кîнечных пределах:
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Ïîдставив (8) в (7),  с учетîì свîйства -δ фун-
кции Дирака пîлучаеì систеìу трех интеграль-
ных уравнений:
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Уравнения (9) îбразуют систеìу îднîрîдных 
интегральных уравнений Фредгîльìа 2-гî  рîда 
îтнîсительнî  неизвестных функций ( ), ,a ρ κ  ( ),b ρ κ 

( ),b ρ κ  и ( ), ,c ρ κ  иìеющих физический сìысл спект-
ральнîгî  представления распределения пîля. 

Ïри решении (9) неизвестные функции ( ), ,a ρ κ  

( ),b ρ κ  и ( ),c ρ κ  будеì искать в виде разлîжений 
пî  пîлинîìаì Эрìита,  уìнîженныì на весîвые 
функции:
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,
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∑ ∑
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где α и χ –  ìасштабирующие кîэффициенты,  
влияющие на схîдиìîсть решения задачи.

Ïрîекциîнный базис в виде пîлинîìîв Эр-
ìита выбран в связи с их îртîгîнальнîстью на 
бескîнечнîì интервале,  кîтîрая в дальнейшеì 
пîзвîлит алгебраизирîвать интегральные урав-
нения. Ïîлинîìы Эрìита,  уìнîженные на весî-

вые функции ( ) ( ) ( )
2 /2( ),kU e H− αραρ = αρ  являют-

ся решениеì краевîй задачи:

( )( )
2

2
2

2 1 0
U

n U
∂

+ + − αρ =
∂ρ

,

при услîвии нîрìируеìîсти функции U на ин-
тервале îт −∞ дî  .∞
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Ïî  аналîгии с [10],  для прîведения алгебраи-
зации уравнений (9) запишеì (10а) в виде: 
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где 2( 1) ,N N= +  а индексы nk  и nm  îхватывают 
все вîзìîжные сîчетания кîэффициентîв k и 
m из (10а). Наприìер,  для 2N =  кîэффициенты 
приìут следующие значения: 

0 0 1 1 2 2

3 3 4 4 5 5

6 6 7 7 8 8

0, 0; 0, 1; 0, 2;

1, 0; 1, 1; 1, 2;

2, 0; 2, 1; 2, 2.

k m k m k m

k m k m k m

k m k m k m

= = = = = =
= = = = = =
= = = = = =

Ïîлинîìы Эрìита представляются [12] в 
виде:
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1
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n
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nt

H x k x
t k t

−

=

−
=
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где [ /2]nk  îзначает наиìеньшее целîе,  пîлучае-
ìîе при делении числа nk  на 2.

Для сîкращения записи представлений (10а),  
(10б) введеì îбîзначение:

( )
( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2,
n nn k mF e e H H

αρ χκ
− −

ρ κ = αρ χκ  (12)

Ïîлинîìы Эрìита удîвлетвîряют [12] сîîтнî-
шенияì îртîгîнальнîсти:

( ) ( ) ( )
2

2 !
, ,

0, ,

n q

q

k k

k
q

n q

n q

e H H d

k
k k

k k

∞
− αρ

−∞

αρ ⋅ αρ ρ =


 π ==  α
 ≠

∫
 (13а)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 ! !
, .

0,

n n

q q

q q

k m

k m

k m
q q

q

e e H H

H H d d

k m
n q

n q

∞ ∞
− αρ − χκ

−∞ −∞

+

αρ χκ ×

× αρ χκ ρ κ =


ℜ = π ==  αχ


≠

∫ ∫
 (13б)

Ïîдставив (11),  (12) в (9),  пîлучаеì систеìу 
уравнений:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )
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( ) ( )
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=

π ε − β − ζ ⋅ ξ ζ +

+ π ξ ζ ξ ζ + π βξ ξ ζ +


+ ρ κ ε − ε ×




× ρ κ =


π ε − β − ξ ⋅ ξ ζ +

+ π ξζ ξ ζ + π βζ ξ ζ

∑

∑ ∑

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∑

∑

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )
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( ) ( )( )
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× ρ κ =


π ε − ξ − ζ ⋅ ξ ζ +

+ π βξ ⋅ ξ ζ + π βζ ⋅ ξ ζ +


+ ρ κ ε − ε ×



×

∑

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∑

∑ ∑

∑ ∫ ∫ ∫ ∫
( ) 0.x i ye dxdy d d− κ−ζ 

ρ κ =


 (14)

Для алгебраизации интегральных уравнений 
спрîецируеì систеìу (14) на базис сîбственных 
функций,  уìнîжив ее на ( ), ,qF ξ ζ  0,1, ... ,q N=  и 
прîинтегрирîвав пî  переìенныì ξ и ζ в преде-
лах îт −∞ дî  .∞  C учетîì сîîтнîшений îртîгî-C учетîì сîîтнîшений îртîгî- учетîì сîîтнîшений îртîгî-
нальнîсти (13),  из (14) пîлучаеì систеìу урав-
нений:
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+ ρ κ ×

 
 × ξ ζ ε − ε ×
 



×

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
( ) 0,x i ye dxdy d d d d− κ−ζ  

ξ ζ ρ κ = 
 

 (15а)
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∫ ∫

 (15в)

Мîдификация прîцедуры Ãалеркина в пред-
лагаеìîì ìетîде заключается в испîльзîвании 

не прîстранственнîгî  базиса,  а базиса спект-
ральнîгî  представления пîлей. Ïри этîì приìе-
няется îна непîсредственнî  к уравненияì Мак-
свелла,  пîдвергнутыì Фурье-преîбразîванию. 

В результате выпîлненных преîбразîваний 
пîлучается систеìа линейных îднîрîдных ал-
гебраических уравнений îтнîсительнî  неиз-
вестных кîэффициентîв разлîжения , , .n n na b c  
Для записи систеìы уравнений (15) в ìатричнîì 
виде введеì следующие îбîзначения:

( ) ( )2
, , ,q n n qI F F d d
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−∞ −∞
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( ) ( ), , ,q n n qJ F F d d
∞ ∞

−∞ −∞
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( ) ( ), , ,q n n qJ F F d d
∞ ∞

−∞ −∞

= ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ;  (16)

( ) ( ), , ,q n n qK F F d d
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−∞ −∞

= ξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ;
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− ρ−ξ − κ−ζ

= ρ κ ×

 
 × ξ ζ ε − ε ×
 


 

× ξ ζ ρ κ 
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

Тîгда систеìа уравнений (15) запишется в 
виде систеìы ìатричных уравнений:
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+ π ⋅ + π β ⋅ =

π ⋅ + π ε − β ℜ − ⋅ +

+ ⋅ + π β ⋅ =

π β ⋅ + π β ⋅ + ⋅ +

+ π ε ℜ − − ⋅ =

 (17)

Записав данную систеìу в виде îднîгî  ìатрич-
нîгî  уравнения:

0

a

M b

c

 
 ⋅ = 
  

,  (18)

где
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Т. 14,  № 3  11

( )( )

( )( )

( )

2 2 2 2
0 0

2

2

2

2 2 2 2
0 0

2

2

2

2 2 2
0 0

4

4

4

4

4

4

4 ,

4

вн

вн q

вн

k I k W

M K

J

K

k I k W

J

J

J

k I I k W

 π ε − β ℜ − +


= π


π β


π

π ε − β ℜ − +

π β

π β 
π β

π ε ℜ − − +








 

 

 







 (19)

из услîвия нетривиальнîсти решения систеìы 
(18) пîлучаеì дисперсиîннîе уравнение 0M =  
вîлн направляющей структуры,  кîтîрые явля-
ются характеристическиì уравнениеì систеìы 
интегральных уравнений (9).

Çàêëþ÷åíèå

Ïредлîжен нîвый ìетîд,  пîзвîляющий стрî-
гî  решать краевые задачи для îткрытых пîпе-
речнî-неîднîрîдных прîдîльнî-регулярных на-
правляющих структур  прîизвîльнîгî  пîпереч-
нîгî  сечения. Метîд испîльзует прîцедуру ин-
тегральнîгî  преîбразîвания Фурье,  и является 
развитиеì ìîдифицирîваннîгî  ìетîда Ãалер-
кина [11],  является универсальныì для любых 
îткрытых направляющих структур,  в тîì числе 
и невзаиìных. Альтернативîй еìу ìîжет слу-
жить лишь ìетîд R-функций [13–14]. Вîîбще гî-R-функций [13–14]. Вîîбще гî--функций [13–14]. Вîîбще гî-
вîря,  ìетîд ìîжет испîльзîваться для решению 
любых внешних краевых задач,  не îбязательнî  
электрîдинаìических. Численные исследîвания 
пîказали действеннîсть и высîкую эффектив-
нîсть предлагаеìîгî  ìетîда.
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The solution of external boundary problems about electromagnetic 
waves propagation in opened dielectric structures

S.B. Raevskii, A.Yu. Sedakov, A.A. Titarenko

Method of  solving boundary value problems for open guides dielectric structures of  arbitrary cross section is pro-
posed,  combining apparatus of  the integral representation of  solutions in the form of  a continuous spectrum of  the 
Fourier integral method and the Galerkin variational procedure.

Keywords: the problem of  propagation of  electromagnetic waves,  the external boundary value problems,  Fourier 
integral method,  the variational Galerkin method,  the expansion in Hermite polynomials.
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