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Введение

Решение задач оптимизации и синтеза попе-
речных сечений открытых направляющих струк-
тур,  в частности,  волоконных световодов [1,  2] 
делает актуальной разработку методов решения 
внешних краевых электродинамических задач,  
лишенных каких-либо  ограничений на контуры 
поперечных сечений направляющих структур  и 
характер  изменения в пределах этих сечений 
диэлектрической проницаемости [3–5]. Развитие 
методов строгого  анализа открытых направля-
ющих структур  требует [6,  7] привлечения ап-
парата непрерывного  спектра решений краевых 
задач,  что  приводит к системам интегральных 
уравнений относительно  спектральных ампли-

туд поля,  алгебраизация которых всегда пред-
ставляет собой достаточно  сложную самостоя-
тельную задачу. В настоящем докладе предла-
гается подход к расчету,  в принципе,  любых 
регулярных по  продольной оси открытых диэ-
лектрических волноводов (ДВ),  основанный на 
методе интеграла Фурье [8] и модифицированном 
методе Галеркина (ММГ),  ранее использованном 
для исследования электромагнитных полей в не-
однородных диэлектрических средах [9–11].

Формулировка метода решения 
краевых задач для открытых ДВ

Рассматриваем произвольную направляющую 
диэлектрическую структуру с конечными попе-
речными размерами,  размещенную в неограни-
ченной однородной внешней среде с проницае-
мостью внε  (рис. 1). Краевую задачу ставим на 
однородных уравнениях Максвелла:
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Систему (1) сводим к уравнению:

( )2
0 ,rot rotE k x y E= ε

 

.	 (3)

Полагая,  зависимость поля от продольной ко-
ординаты z и времени в виде i z i te− β + ω  (т. е. 
( ) ( ), , , ),i zE x y z E x y e− β

⊥= ⋅
 

 из (3) получаем урав-
нения относительно  составляющих электричес-
кого  поля:
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Решения уравнений (4) будем искать [7] в виде 
непрерывного  спектра:
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Запись (5) является ничем иным,  как пред-
ставлением искомых решений системы (4) в виде 
интегралов Фурье.

Подставив (5) в (4),  получаем:
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Используя равенства:

( )2i x i xe e dx
∞

− ρ ξ
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⋅ = π ⋅ δ ξ − ρ∫ ,

где δ –  дельта-функция Дирака,  произведем [8] 
над системой уравнений (6) двумерное преобра-
зование Фурье: каждое уравнение системы (6) 
умножим на i x i ye eξ ζ⋅  и проинтегрируем по  пе-
ременным x и y в пределах от −∞ до  ∞ .

В результате получаем систему трех уравне-
ний:
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Выполним преобразования входящих в (7) ин-
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писывая их в общем виде ( ) ( )
S
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∞
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ложение поверхностей ,S∞  S и внS  показано  на 
рис. 1) и учитывая равенство  (2),  получаем:
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В результате переходим к интегрированию в 
конечных пределах:
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Подставив (8) в (7),  с учетом свойства -δ фун-
кции Дирака получаем систему трех интеграль-
ных уравнений:
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Уравнения (9) образуют систему однородных 
интегральных уравнений Фредгольма 2-го  рода 
относительно  неизвестных функций ( ), ,a ρ κ  ( ),b ρ κ 

( ),b ρ κ  и ( ), ,c ρ κ  имеющих физический смысл спект-
рального  представления распределения поля. 

При решении (9) неизвестные функции ( ), ,a ρ κ  

( ),b ρ κ  и ( ),c ρ κ  будем искать в виде разложений 
по  полиномам Эрмита,  умноженным на весовые 
функции:
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где α и χ –  масштабирующие коэффициенты,  
влияющие на сходимость решения задачи.

Проекционный базис в виде полиномов Эр-
мита выбран в связи с их ортогональностью на 
бесконечном интервале,  которая в дальнейшем 
позволит алгебраизировать интегральные урав-
нения. Полиномы Эрмита,  умноженные на весо-

вые функции ( ) ( ) ( )
2 /2( ),kU e H− αραρ = αρ  являют-

ся решением краевой задачи:
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при условии нормируемости функции U на ин-
тервале от −∞ до  .∞
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По  аналогии с [10],  для проведения алгебраи-
зации уравнений (9) запишем (10а) в виде: 
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где 2( 1) ,N N= +  а индексы nk  и nm  охватывают 
все возможные сочетания коэффициентов k и 
m из (10а). Например,  для 2N =  коэффициенты 
примут следующие значения: 
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Полиномы Эрмита представляются [12] в 
виде:
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где [ /2]nk  означает наименьшее целое,  получае-
мое при делении числа nk  на 2.

Для сокращения записи представлений (10а),  
(10б) введем обозначение:
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αρ χκ
− −

ρ κ = αρ χκ 	 (12)

Полиномы Эрмита удовлетворяют [12] соотно-
шениям ортогональности:

( ) ( ) ( )
2

2 !
, ,

0, ,

n q

q

k k

k
q

n q

n q

e H H d

k
k k

k k

∞
− αρ

−∞

αρ ⋅ αρ ρ =


 π ==  α
 ≠

∫
	 (13а)

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 ! !
, .

0,

n n

q q

q q

k m

k m

k m
q q

q

e e H H

H H d d

k m
n q

n q

∞ ∞
− αρ − χκ

−∞ −∞

+

αρ χκ ×

× αρ χκ ρ κ =


ℜ = π ==  αχ


≠

∫ ∫
	 (13б)

Подставив (11),  (12) в (9),  получаем систему 
уравнений:

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2 2 2
0

0

2 2

0 0

2
0

0

2 2 2 2
0

0

2 2

0

4 ,

4 , 4 ,

, ,

0,

4 ,

4 , 4 ,

N

вн n n
n

N N

n n n n
n n

h wN

n n
n h w

i x i y

N

n n
n

N

n n n n
n

вн

вн

k a F

b F c F

k a F x y

e e dxdy d d

k b F

a F c F

=

= =
∞ ∞

= −∞ −∞ − −

− ρ−ξ − κ−ζ

=

=

π ε − β − ζ ⋅ ξ ζ +

+ π ξ ζ ξ ζ + π βξ ξ ζ +


+ ρ κ ε − ε ×




× ρ κ =


π ε − β − ξ ⋅ ξ ζ +

+ π ξζ ξ ζ + π βζ ξ ζ

∑

∑ ∑

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∑

∑

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( )

0

2
0

0

2 2 2 2
0

0

2 2

0 0

2
0

0

, ,

0,

4 ,

4 , 4 ,

, ,

N

n

h wN

n n
n h w

i x i y

N

n n
n

N N

n n n n
n n

h wN

n n
n h w

i

вн

вн

вн

k b F x y

e e dxdy d d

k c F

a F b F

k c F x y

e

=
∞ ∞

= −∞ −∞ − −

− ρ−ξ − κ−ζ

=

= =
∞ ∞

= −∞ −∞ − −

− ρ−ξ

+


+ ρ κ ε − ε ×




× ρ κ =


π ε − ξ − ζ ⋅ ξ ζ +

+ π βξ ⋅ ξ ζ + π βζ ⋅ ξ ζ +


+ ρ κ ε − ε ×



×

∑

∑ ∫ ∫ ∫ ∫

∑

∑ ∑

∑ ∫ ∫ ∫ ∫
( ) 0.x i ye dxdy d d− κ−ζ 

ρ κ =


	(14)

Для алгебраизации интегральных уравнений 
спроецируем систему (14) на базис собственных 
функций,  умножив ее на ( ), ,qF ξ ζ  0,1, ... ,q N=  и 
проинтегрировав по  переменным ξ и ζ в преде-
лах от −∞ до  .∞  ����������������������������   C���������������������������    учетом соотношений ортого-
нальности (13),  из (14) получаем систему урав-
нений:

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )( )

( )

2 2 2
0

2

0

2

0

2

0

2
0

0

4
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4 , ,

4 , ,

,
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вн q q

N

n n q
n

N

n n q
n

N

n n q
n

N

n n
n

h w

q

h w

i

вн

k a

a F F d d

b F F d d

c F F d d

k a F

F x y

e

∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞

= −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞ − −

− ρ−ξ


π ε − β ℜ −



− ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +



+ π ξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ π β ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ ρ κ ×

 
 × ξ ζ ε − ε ×
 



×

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
( ) 0,x i ye dxdy d d d d− κ−ζ  

ξ ζ ρ κ = 
 

	 (15а)
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n
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a F F d d

b F F d d

c F F d d

k a F
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e

∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞
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∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞
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∞ ∞
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
π ε − β ℜ −



− ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +



+ π ξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ π β ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ ρ κ ×

 
 × ξ ζ ε − ε ×
 



×

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
( ) 0,x i ye dxdy d d d d− κ−ζ  

ξ ζ ρ κ = 
 

( )
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( ) ( )
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( )
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N

n n q
n
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N
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n
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q
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i x i
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k b

b F F d d

a F F d d

c F F d d

k b F

F x y

e e

∞ ∞
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∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞
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∞ ∞
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∞ ∞
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π ε − β ℜ ⋅ −
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+ π β ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ ρ κ ×

 
 × ξ ζ ε − ε ×
 



×

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
( ) 0,ydxdy d d d dζ  

ξ ζ ρ κ = 
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	 (15б)
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∞ ∞
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∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞

= −∞ −∞
∞ ∞

= −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞


π ε ℜ −



− ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ −


− ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +



+ π β ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ π β ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ +

+ ρ κ ×

× ξ ζ ε

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∑ ∫ ∫

∫ ∫ ( )( )

( ) ( )

,

0.

h w
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h w

i x i y

y

e e dxdy d d d d

− −

− ρ−ξ − κ−ζ

 
  − ε ×
 


 

× ξ ζ ρ κ = 
 

∫ ∫

	 (15в)

Модификация процедуры Галеркина в пред-
лагаемом методе заключается в использовании 

не пространственного  базиса,  а базиса спект-
рального  представления полей. При этом приме-
няется она непосредственно  к уравнениям Мак-
свелла,  подвергнутым Фурье-преобразованию. 

В результате выполненных преобразований 
получается система линейных однородных ал-
гебраических уравнений относительно  неиз-
вестных коэффициентов разложения , , .n n na b c  
Для записи системы уравнений (15) в матричном 
виде введем следующие обозначения:

( ) ( )2
, , ,q n n qI F F d d

∞ ∞

−∞ −∞

= ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ;

( ) ( )2
, , ,q n n qI F F d d

∞ ∞

−∞ −∞

= ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ;

( ) ( ), , ,q n n qJ F F d d
∞ ∞

−∞ −∞

= ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ;

( ) ( ), , ,q n n qJ F F d d
∞ ∞

−∞ −∞

= ξ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ; 	 (16)

( ) ( ), , ,q n n qK F F d d
∞ ∞

−∞ −∞

= ξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζ∫ ∫ ;

( )

( ) ( )( )

( ) ( )

, ,

, ,

.

q n n

h w

q

h w

i x i y

вн

W F

F x y

e e dxdy d d d d

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞ − −

− ρ−ξ − κ−ζ

= ρ κ ×

 
 × ξ ζ ε − ε ×
 


 

× ξ ζ ρ κ 
 

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

Тогда система уравнений (15) запишется в 
виде системы матричных уравнений:

( )( )

( )( )

( )

2 2 2 2
0 0

2 2

2 2 2 2
0

2 2
0

2 2 2
0

2 2
0

4

4 4 0,

4 4

4 0,

4 4

4 0.

вн

вн q

вн

k I a k W a

K b J c

K a k I b

k W b J c

J a J b k W c

k I I c

π ε − β ℜ − ⋅ + ⋅ +

+ π ⋅ + π β ⋅ =

π ⋅ + π ε − β ℜ − ⋅ +

+ ⋅ + π β ⋅ =

π β ⋅ + π β ⋅ + ⋅ +

+ π ε ℜ − − ⋅ =

	 (17)

Записав данную систему в виде одного  матрич-
ного  уравнения:

0

a

M b

c

 
 ⋅ = 
  

, 	 (18)

где
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J

J

J
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 π ε − β ℜ − +


= π


π β


π

π ε − β ℜ − +

π β

π β 
π β

π ε ℜ − − +








 

 

 







	 (19)

из условия нетривиальности решения системы 
(18) получаем дисперсионное уравнение 0M =  
волн направляющей структуры,  которые явля-
ются характеристическим уравнением системы 
интегральных уравнений (9).

Заключение

Предложен новый метод,  позволяющий стро-
го  решать краевые задачи для открытых попе-
речно-неоднородных продольно-регулярных на-
правляющих структур  произвольного  попереч-
ного  сечения. Метод использует процедуру ин-
тегрального  преобразования Фурье,  и является 
развитием модифицированного  метода Галер-
кина [11],  является универсальным для любых 
открытых направляющих структур,  в том числе 
и невзаимных. Альтернативой ему может слу-
жить лишь метод �����������������������������   R����������������������������   -функций [13–14]. Вообще го-
воря,  метод может использоваться для решению 
любых внешних краевых задач,  не обязательно  
электродинамических. Численные исследования 
показали действенность и высокую эффектив-
ность предлагаемого  метода.
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The solution of external boundary problems about electromagnetic 
waves propagation in opened dielectric structures

S.B. Raevskii, A.Yu. Sedakov, A.A. Titarenko

Method of  solving boundary value problems for open guides dielectric structures of  arbitrary cross section is pro-
posed,  combining apparatus of  the integral representation of  solutions in the form of  a continuous spectrum of  the 
Fourier integral method and the Galerkin variational procedure.

Keywords: the problem of  propagation of  electromagnetic waves,  the external boundary value problems,  Fourier 
integral method,  the variational Galerkin method,  the expansion in Hermite polynomials.
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