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Линеаризîванные ìатеìатические ìîдели нелинейных резîнансных и автîкîлебательных систеì испîльзуются 
в качестве аналîгîвых прîтîтипîв нелинейных динаìических систеì,  функциîнирующих в дискретнîì вреìени. 
Ïривîдятся приìеры генерации синтезирîванных ДВ-îсциллятîрîв в режиìах регулярных и хаîтических автîкî-
лебаний.

Ключевые слова: нелинейные кîлебания,  автîкîлебания,  ìетîд эквивалентнîй линеаризации,  дискретнîе вреìя,  
регулярные и хаîтические кîлебания.

Ââåäåíèå

Аналîгîвая радиîтехника при îбрабîтке ин-
фîрìации чрезвычайнî  ширîкî  испîльзует 
инерциîнные преîбразîвания сигналîв нели-
нейныìи систеìаìи. Оснîвîй теîретическîгî  
анализа таких преîбразîваний служит теîрия 
нелинейных кîлебаний (ТНК) [1]. Иначе îбстî-
ят дела в îбласти цифрîвîй îбрабîтки сигналîв 
(ÖОÑ). Теîрия и практика ÖОÑ в пîдавляющеì 
бîльшинстве случаев îперирует линейныìи сис-
теìаìи,  функциîнирующиìи в дискретнîì вре-
ìени –  линейныìи ДВ-систеìаìи (сì.,  напри-
ìер,  [2]). 

Ïî  фîрìальныì признакаì к нелинейныì ди-
наìическиì ДВ-систеìаì наибîлее близки тî-
чечные îтîбражения,  в частнîсти îтîбражения 
Ïуанкаре [3]. Ïîследние стрîятся на îснîве ре-
шений дифференциальных уравнений движения 
динаìических систеì и служат для качествен-
нîгî  анализа îсîбеннîстей пîведения исхîдных 
систеì в непрерывнîì вреìени. Мîжнî  также 
пîстулирîвать вид тîчечнîгî  îтîбражения и 
рассìатривать егî  как ìîдель для îписания не-
кîтîрîй физическîй ситуации. Такиì путеì пî-
лучен ряд известных тîчечных îтîбражений с 
регулярныì и хаîтическиì пîведениеì –  îтîб-
ражения Заславскîгî,  Хенîна,  Хîлìса и другие 
[4,  5]. Однакî  весьìа прîблеìатичнî  целенап-
равленнî  испîльзîвать эти îтîбражения в сис-
теìах ÖОÑ.

Ïîэтîìу представляют значительный интерес 
ìетîды синтеза нелинейных ДВ-систеì,  пîзвî-

ляющие вîспрîизвîдить в дискретнîì вреìени 
характеристики кîлебаний,  наблюдаеìых в ана-
лîгîвîй систеìе-прîтîтипе. Один из таких ìе-
тîдîв,  îснîванный на принципе инвариантнîсти 
иìпульснîй характеристики резîнанснîй цепи 
аналîгîвîй систеìы пî  îтнîшению к дискрети-
зации вреìени,  предлîжен в статьях [6] и [7]. 
Был синтезирîван ряд нîвых систеì,  генери-
рующих ДВ-автîкîлебания. В настîящей рабîте 
принцип иìпульснîй инвариантнîсти испîльзу-
ется сîвìестнî  с прîцедурîй эквивалентнîй ли-
неаризации ТНК. 

1. Эêâèâàëåíòíàÿ ëèíåàðèзàöèÿ è 
èìïóëüñíàÿ èíâàðèàíòíîñòü

Линеаризация нелинейных кîлебательных 
систеì ширîкî  испîльзуется как îдин из эврис-
тических ìетîдîв решения прикладных задач 
ТНК. Егî  теîретическîе îбîснîвание ìîжнî  най-
ти в классическîй ìîнîграфии Н.Н. Бîгîлюбîва 
и Ю.Н. Митрîпîльскîгî  [1]. Здесь ìы рассìîтриì 
ìетîд эквивалентнîй линеаризации в кîнтексте 
синтеза дискретных вî  вреìени нелинейных кî-
лебательных и автîкîлебательных систеì (ДВ-
îсциллятîрîв) пî  аналîгîвыì прîтîтипаì.

Ïусть в непрерывнîì вреìени динаìическая 
систеìа резîнанснîгî  типа îписывается уравне-
ниеì движения вида

( )ω
+ + ω = ω + ω

2
2 20
0 0 02

( )
d x dx dx

x f x g x x
Q dt dtdt

. (1)

Здесь ω0 и Q –  сîбственная частîта и дîбрîтнîсть 
линейнîгî  резîнанса,  а ( )f x  и ( )g x  –  функции 
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диссипативнîй и реактивнîй нелинейнîстей сис-
теìы (в дальнейшеì считаются четныìи).

Ñчитая сîбственную дîбрîтнîсть систеìы 
высîкîй >>( 1),Q  а нелинейнîсти –  слабыìи 
( ( ) ~ 1/ ,f x Q  ( ) ),g x x<<  решение уравнения (1) 
запишеì в виде квазигарìîническîгî  кîлебания

( )= ψ = ω + ϕ0( ) ( )cos ( ) ( )cos ( )x t a t t a t t t

с ìедленнî  ìеняющиìися аìплитудîй ( )a t  и фа-
зîй ϕ( ):t  ϕ( ) ~ ( ) ~ 1/ .a t t Q  Ïри этîì нелинейнîе 
слагаеìîе в уравнении (1) приведеì к виду 

( )  ω + ω = −ω − × 
 

 × ψ + ω + ψ + 
 

 
+ +   

 

2 2
0 0 0 0 2

2
0 0 2

2

1
( ) ( ) ( )

2

1
sin ( ) ( ) cos

2

1
высшие гарìîники ,

dx
f x g x x F a F a

dt

a G a G a a

O
Q

где ( )nF a  и ( )nG a  –  кîэффициенты разлîжения 
периîдических функций ψ( cos )f a  и ψ( cos )g a  в 
ряды Фурье. Теперь,  пренебрегая в этîì выра-
жении слагаеìыìи пîрядка ìалîсти 2(1/ )O Q  и 
«нерезîнансныìи» слагаеìыìи,  пîлучиì фîрìу-
лу первîгî  приближения для нелинейнîсти:

( )  ω + ω = ω − + 
 

 +ω + 
 

2
0 0 0 0 2

2
0 0 2

1
( ) ( ) ( )

2

1
( ) ( ) .

2

dx dx
f x g x x F a F a

dt dt

G a G a x

Ñ учетîì прîведенных преîбразîваний урав-
нение (1) ìîжнî  записать как

ω
+ + ω =

2
20

2
( ) 0

( ) e
e

d x dx
a x

Q a dtdt
,  (2)

где эквивалентные дîбрîтнîсть ( )eQ a  и частîта 
ω ( )e a  îпределяются выраженияìи:

 = − − 
 

0 2
1 1 1

( ) ( )
( ) 2e

F a F a
Q a Q

,  (3)

 ω = ω − − 
 

0 0 2
1 1

( ) 1 ( ) ( )
2 4e a G a G a . (4)

В [1] пîказанî,  чтî  решение линеаризîваннîгî  
уравнения (2) равнîсильнî  решению исхîднîгî  
уравнения (1),  пîлученнîìу в первîì прибли-
жении асиìптîтическîгî  ìетîда Крылîва –  Бî-
гîлюбîва или ìетîда усреднения.

Линейный диссипативный îсциллятîр  (2) ис-
пîльзуеì в качестве аналîгîвîгî  прîтîтипа для 
синтеза динаìическîй систеìы,  функциîниру-
ющей в дискретнîì вреìени (ДВ-систеìы). Из 
ìнîжества известных ìетîдîв синтеза линейных 
ДВ-систеì [2] выбереì наибîлее îбîснîванный с 
физическîй тîчки зрения ìетîд инвариантнîс-
ти иìпульсных характеристик. Оснîвîй ìетî-

да,  как этî  îтраженî  в егî  названии,  является 
представление иìпульснîй характеристики ДВ-
систеìы îтсчетаìи иìпульснîй характеристики 
аналîгîвîй систеìы-прîтîтипа,  взятыìи с ин-
тервалîì дискретизации ∆. Не îстанавливаясь 
на пîдрîбнîстях (сì. [6,  7]),  приведеì пîлучен-
нîе в раìках ìетîда разнîстнîе уравнение дви-
жения ДВ-систеìы: 

= πΩ α − −

−α −2

[ ] 2cos(2 ( )) ( ) [ 1]

( ) [ 2].

ex n a a x n

a x n
 (5)

Здесь Ω = ω ∆ π/ 2e e  –  эквивалентная частîта 
резîнатîра,  нîрìирîванная на частîту диск-
ретизации ω = π ∆2 /d ,  а кîэффициент α = α( )a  
равен

 Ω
α = −π 

 
0( ) exp
( )e

a
Q a

. (6)

2. Ñåìåéñòâî íåëèíåéíûх  
ÄÂ-îñöèëëÿòîðîâ

Уравнение (5) представляет сîбîй линеари-
зîваннîе уравнение движения ДВ-îсциллятîра. 
Для тîгî  чтîбы превратить (5) в алгîритì ге-
нерации ДВ-кîлебаний,  егî  неîбхîдиìî  дîпîл-
нить уравнениеì связи ìежду параìетрîì a и 
прîцессîì ( )= ∆[ ] .x n x n  В аналîгîвîì прîтîтипе 
a –  этî  аìплитуда автîкîлебаний. Ñîхраняя фи-
зический сìысл параìетра,  будеì îпределять 
аìплитуду путеì квадратичнîгî  детектирîва-
ния и низкîчастîтнîй фильтрации. В такîì слу-
чае îднî  из вîзìîжных уравнений связи будет 
иìеть вид

= σ − + πΩ = −2[ ] [ 1] 2 [ ], [ 1],cI n I n x n a I n  (7)

где ( )exp 2 ;cσ = − πΩ  Ωc –  частîта среза НЧ-
фильтра первîгî  пîрядка. Здесь также введен 
вреìеннîй сдвиг в îдин интервал дискретиза-
ции.

Результатîì îбъединения уравнений (5)–(7) 
является уравнение движения нелинейнîй ре-
курсивнîй систеìы –  искîìый алгîритì генера-
ции ДВ-кîлебаний:

( )( ) ( )
( )2

2

[ ] 2cos 2 [ 1] [ 1]

[ 1] [ 1] [ 2] ,

[ ] [ 1] 2 [ ] ,

e

c

x n I n I n

x n I n x n

I n I n x n

= πΩ − α − ×

× − − α − −

= σ − + πΩ

 (8)

где

  α = −πΩ − +  
  

0 0 2
1 1

( ) exp ( ) ( ) ,
2

a F a F a
Q

 Ω = Ω − − 
 

0 0 2
1 1

( ) 1 ( ) ( ) .
2 4e a G a G a
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Уравнения (8) îпределяют сеìействî  ДВ-îс-
циллятîрîв,  различающихся явныì видîì не-
линейнîстей ( )iF a  и ( ).iG a  Наприìер,  дискрет-
ный îбраз îсциллятîра Ван дер  Ïîля с нели-
нейнîстью 2( ) (1 4 ),f x x= γ −  иìеющей кîэффици-
енты рада Фурье 2

0( ) (1 2 )F a a= γ −  и 2
2( ) 2 ,F a a= − γ  

задается алгîритìîì генерации 

( )
( )

( )

= πΩ α − − −

−α − −

= − πΩ − + πΩ

  α = −πΩ − γ −  
  

0

2

2

0

[ ] 2cos(2 ) [ 1] [ 1]

[ 1] [ 2] ,

[ ] exp 2 [ 1] 2 [ ] ,

1
( ) exp (1 ) .

c c

x n I n x n

I n x n

I n I n x n

I I
Q

 (9)

Для îсциллятîра Дюффинга с нелинейнîстью 

( ) = µ 2g x x  сîîтветствующий ДВ-îсциллятîр  из 
сеìейства (8) îпределяется как

( )

( )

= πΩ − α − −

−α − + ξ −

= − πΩ − + πΩ

 Ω = Ω − µ 
 

0

2
0

2

0

[ ] 2cos 2 ( [ 1]) [ 1]

[ 2] [ 1] ,

[ ] exp 2 [ 1] 2 [ ] ,

3
( ) 1 ,

8

e

c c

e

x n I n x n

x n n

I n I n x n

I I

 (10)

где ( )α = −πΩ0 0exp / .Q  В уравнение (10) вве-
денî  аддитивнîе внешнее вîздействие ξ = πΩ[ ] cos(2 )n E n 

ξ = πΩ[ ] cos(2 )n E n  с аìплитудîй E и частîтîй Ω.
Заìетиì,  чтî,  пîìиìî  детектирîвания и 

фильтрации пî  алгîритìу (7),  аìплитуду ìîж-
нî  îпределять путеì вычисления скîльзящегî  
среднегî:

−

=

= − = −∑
1

2

0

2
[ ] [ ], [ 1]

M

m

I n x n m a I n
M

. (11)

Такîе îпределение расширяет сеìействî  (8) ДВ-
îсциллятîрîв.

3. Ïðèìåðû ãåíåðàöèè  
äèñêðåòíûх àâòîêîëåáàíèé

В качестве кîнкретнîгî  приìера рассìîтриì 
генерацию автîкîлебаний ДВ-îсциллятîрîì Ван 
дер  Ïîля (9). Услîвия саìîвîзбуждения îсцил-
лятîра нетруднî  устанîвить на îснîве анализа 
решений линейнîгî  уравнения

( ) ( )= πΩ α − − α −2
0[ ] 2cos(2 ) 0 [ 1] 0 [ 2],x n x n x n

îписывающегî  кîлебания в îкрестнîсти нуле-
вîгî  сîстîяния равнîвесия. Записав решение в 
виде = = πΩ[ ] exp( 2 ),nx n AZ A j n  пîсле алгебраи-
ческих преîбразîваний нахîдиì,  чтî  саìîвîз-
буждение автîкîлебаний (неустîйчивîсть сîстî-
яния равнîвесия) иìеет ìестî  при выпîлнении 
неравенства ( )= α >0 1,Z  кîтîрîе с учетîì (9) 
свîдится к неравенству γ > 1/ .Q  Заìетиì,  чтî,  
сîгласнî  линеаризîваннîìу уравнению (2),  этî  
же неравенствî  является услîвиеì саìîвîзбуж-
дения автîкîлебаний в аналîгîвîй систеìе.

Характеристики автîкîлебаний îсциллятî-
ра (9) с параìетраìи = 20,Q  γ = 1.0, Ω =0 0.18 и 
Ω = 0.05c  представлены на рис. 1: аìплитудный 
спектр  Ω( )A  (рис. 1,  а) и фазîвый пîртрет –  пре-
дельный цикл (рис. 1,  б). Аìплитудный спектр  
вычислен пî  ìетîду Бартлетта с 512-тîчечныì 
преîбразîваниеì Фурье для реализации автîкî-
лебаний длинîй = 162 .N  Как виднî  из рис. 1,  а,  
автîкîлебания близки к гарìîническиì –  третья 
гарìîника пî  ìîщнîсти иìеет îтнîсительный 
урîвень пîрядка −30 .db  Этîт же вывîд следует 
и из рис. 1,  б,  на кîтîрîì для сравнения тîчка-
ìи пîказан фазîвый пîртрет сîîтветствующегî  
кîнсервативнîгî  гарìîническîгî  îсциллятîра 
Ω =0( 0.18, = ∞,Q  γ = 0). Частîта автîкîлебаний 
Ω = ±0.177 0.002a  близка к частîте гарìîничес-

Ðèñ. 1. Аìплитудный спектр  (а) и предельный цикл (б) регулярных автîкîлебаний

В.В. ЗАйÖЕВ,  А.В. КАРЛОВ (МЛ),  Ã.Ï. ßРОВОй
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кîгî  îсциллятîра. В этîì режиìе ДВ-îсцилля-
тîр  предлагается испîльзîвать для нелинейнîй 
îбрабîтки дискретных сигналîв [8].

Как и в бîльшинстве ДВ-автîкîлебательных 
систеì,  в автîгенератîре (9) наблюдаются режи-
ìы хаîтических автîкîлебаний (динаìическîгî  
хаîса). Для приìера приведеì усредненный аì-
плитудный спектр  (рис. 2,  а) и фазîвый пîрт-
рет (рис. 2,  б) автîкîлебаний,  вîзбуждающих-
ся в îсциллятîре с параìетраìи = 20,Q  γ = 1.78, 
Ω =0 0.325 и Ω = 0.05.c  Ñпектр,  сîстîящий из 
ряда уширенных линий,  иìеет вид,  характер-
ный для случайных прîцессîв. Фазîвый пîртрет 
иìеет яркî  выраженную фрактальную структу-
ру сî  значениеì кîрреляциîннîгî  пîказателя 
ν = ±1.635 0.073.

Области приìенения хаîтических автîкîлеба-
ний дîстатîчнî  пîдрîбнî  îписаны в литературе 
(сì.,  наприìер,  [9,  10]).

Çàêëþ÷åíèå

Ïредлîженный ìетîд линеаризации и алгî-
ритìы генерации нелинейных кîлебаний дис-
кретных систеì пî  аналîгîвыì прîтîтипаì не 
îриентирîван на разрабîтку дискретных ìîде-
лей и численнîе ìîделирîвание систеì. Он при-
ìениì для сîздания дискретных вî  вреìени îс-
циллятîрîв (алгîритìîв генерации дискретных 
сигналîв),  îбладающих свîйстваìи нелинейных 
резîнатîрîв и автîгенератîрîв в непрерывнîì 
вреìени. Разрабîтанные такиì îбразîì ДВ-îс-
циллятîры иìеют ширîкие перспективы при-
ìенения для нелинейнîй фильтрации сигналîв,  
генерации случайных прîцессîв,  защиты ин-
фîрìации.
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